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Kapitel 0
Einleitung

Was passiert mit einer quadratischen Form 1 iiber einem Korper K, wenn sie iiber einer
Korpererweiterung L von K betrachtet wird? Dies ist eine der wichtigsten Fragen in der al-
gebraischen Theorie quadratischer Formen. Genauer kann man fragen, ob und wie sich die
Wittindizes 4(r) und i(¢)) unterscheiden. Die Antwort hierauf fillt leicht, wenn L rein tran-
szendent oder endlich von ungeradem Grad iiber K ist. In diesen Fillen verdndert sich der
Wittindex nicht. Die Untersuchung anderer Félle stellt jedoch im Allgemeinen eine grofie Her-
ausforderung dar. Hier setzt die Theorie der generischen Zerfillung quadratischer Formen
an.

Der Begriff des Zerfillungskérpers fand zuerst in der Theorie der endlichdimensionalen,
zentralen, einfachen K-Algebren Verwendung. Mit Hilfe des Struktursatzes von Wedderburn
(1907) wurde es moglich fiir solche Algebren Zerfillungskorper zu definieren. Witt konstru-
ierte 1935 erstmals einen Zerfillungskorper L einer Quaternionenalgebra A iiber K, der in
seiner Eigenschaft als Zerfallungskorper generisch war. Dies bedeutet, dass zu jedem weite-
ren Zerfillungskorper M von A eine K-Stelle L — M existiert. Anders formuliert ist M
eine K -Spezialisierung von L. Manfred Knebusch legte darauthin 1973 in [Kne73] die Grund-
lagen fiir die Theorie der generischen Zerfillung von quadratischen Formen, indem er die
Spezialisierung von quadratischen Formen einfiihrte. Bald darauf verfasste er die zwei Artikel
[Kne76] und [Kne77], in denen er die Theorie der generischen Zerfillung quadratischer For-
men formulierte. Neu an dieser Theorie war, dass sie sich nur nebenbei mit Zerfallungskorpern
quadratischer Formen beschéftigte. Wichtiger waren die generischen Nullstellenkdrper einer
quadratischen Form 1 tiber K. Bei diesen handelt es sich um Erweiterungen L von K, die
generisch mit der Eigenschaft sind, dass v, isotrop ist. Das heift, jede Erweiterung M von K
fiir die 1 isotrop ist, ist eine K-Spezialisierung von L. Der Funktionenkirper K (1) von
ist ein gutes Beispiel fiir einen generischen Nullstellenkorper von . Knebusch konstruierte zu
einer gegebenen quadratischen Form v {iber K generische Zerfillungstiirme. Dies sind Tiirme
aus Korpererweiterungen von K, iiber denen 1 Stiick fiir Stiick zerfllt. Deshalb spricht man
h&ufig auch von der Theorie der partiellen generischen Zerfillung quadratischer Formen.

Die Resultate von Knebusch blieben zunéchst verhéltnisméfiig unbeachtet. Erst in den
90er Jahren wurde eine ungeheure Menge an Artikeln veroffentlicht, die sich mit der Theo-
rie der generischen Zerfallung quadratischer Formen beschiftigten. Allerdings existiert bisher
kein Lehrbuch, das eine umfassende Einfithrung und Ubersicht zu diesem Thema liefert. Die
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Hauptaufgabe dieser Arbeit ist es nun, diese Liicke zu schliefien. Ferner soll untersucht werden,
inwieweit sich dltere Beweise zu Resultaten iiber quadratische Formen und deren generischer
Zerfillung mit Hilfe aktueller Ergebnisse, wie zum Beispiel dem Anisotropiekriterium von
Detlev Hoffmann, vereinfachen lassen.

Sei ¢ eine anisotrope quadratische Form iiber K. Aufgabe der Theorie der generischen
Zerfallung quadratischer Formen ist es nun, Antworten auf die folgenden Fragen zu finden:

(1) Welche anisotropen quadratischen Formen iiber K werden isotrop iiber K (¢)?
(2) Fiir welche quadratischen Formen v iiber K wird @y isotrop?
(3) Welchen Wittindex hat ¢ iiber K(p)?

Im Laufe dieser Arbeit werden wir jede dieser Fragen wenigstens teilweise beantworten kénnen.
Fiir das Verstindnis werden grundlegende Kenntnisse in Algebra, kommutativer Algebra und
algebraischer Geometrie vorausgesetzt.

Im ersten Kapitel fithren wir zunéchst die notwendigen Grundlagen aus der algebraischen
Theorie quadratischer Formen ein. Fiir die Einfiihrung quadratischer Formen iiber einem kom-
mutativen, lokalen Ring w#hlen wir einen Ansatz, der es uns ermdglicht, mit reguliren qua-
dratischen Formen iiber solchen Ringen genauso arbeiten zu kénnen, wie mit reguldren qua-
dratischen Formen iiber Korpern. Daraufhin fithren wir die notwendigen Resultate fiir das
Arbeiten mit quadratischen Formen iiber Koérpern ein. Der Clifford-Invariante einer quadra-
tischen Form widmen wir einen ganzen Abschnitt, da diese und ihre Rechenregeln in vielen
Beweisen dieser Arbeit eine wesentliche Rolle spielen. Das Kapitel abschlieBend beschéftigen
wir uns kurz mit der Theorie quadratischer Formen iiber diskret bewerteten Korpern.

Das zweite Kapitel ist den Grundlagen der Theorie der generischen Zerfillung gewidmet.
Wir fiithren zunéchst Stellen ein und beweisen mit elementaren Methoden alle Fortsetzungs-
resultate fiir Stellen, die in der Theorie der generischen Zerfillung beno6tigt werden. Es sei
erwihnt, dass es bisher keine Veroffentlichung gab, in der diese Resultate an einem Ort zu-
sammengestellt und bewiesen wurden. Nun kénnen wir Funktionenkérper und die Spezialisie-
rung quadratischer Formen definieren und untersuchen. Der zweite Abschnitt beschéftigt sich
daraufhin mit der generischen Zerfiallung von quadratischen Formen. Wir definieren generi-
sche Nullstellenkorper und Pfisternachbarn, eine Klasse von quadratischen Formen, die in der
Theorie der generischen Zerfillung besonders wichtig ist. Ist ¢ ein Pfisternachbar, so fillt es
uns leicht, die Frage (2) vollstindig zu beantworten. Der Rest des Kapitels befasst sich mit
generischen Zerfillungstiirmen und deren genaueren Untersuchung.

Das dritte Kapitel beginnt mit einem Abschnitt, der sich mit der Beantwortung einer
Variante von Frage (1) beschiftigt. Es wird untersucht, welche quadratischen Formen iiber
dem Funktionenkorper einer Form ¢ iiber K hyperbolisch werden. Anders formuliert suchen
wir alle geradedimensionale Formen iiber K, die iiber K(p) zerfallen. Leider ist es uns nur
fiir den Fall, dass ¢ ein Pfisternachbar ist, moglich, dieses Problem vollstédndig zu 16sen. Der
Abschnitt beginnt mit einer Reihe von Resultaten iiber Pfisterformen, die vormals von Richard
Elman und Tsit-Yuen Lam in [EL72] mit elementaren Methoden bewiesen wurden. Mit den
uns zur Verfiigung stehenden Methoden der generischen Zerfillung kénnen wir diese Resultate
erheblich kiirzer und eleganter beweisen. Anschlieflend fiithren wir im zweiten Abschnitt die
in der Theorie der generischen Zerfallung wohl wichtigste Klasse quadratischer Formen ein,
die exzellenten Formen. Fiir deren Charakterisierung wihlen wir einen anderen Ansatz als



Knebusch, der diese Formen in [Kne77] erstmals einfithrte. Wir erarbeiten uns zunéchst eine
Charakterisierung von Pfisternachbarn und nutzen diese dann fiir die Charakterisierung von
exzellenten Formen. Dies wird mit Hilfe des Anisotropiekriteriums, das Knebusch noch nicht
zur Verfiigung stand, moglich. Es stellt sich heraus, dass es fiir Pfisternachbarn maglich ist,
auch Frage (3) vollstéindig zu beantworten. Fiir eine exzellente Form ¢ ist es sogar moglich, den
Wittindex iiber jedem Korper eines generischen Zerféllungsturm von ¢ genau zu bestimmen.
Insbesondere hingen diese Wittindizes nur von der Dimension von ¢ ab. Zusétzlich fiihren
wir Erweiterungen quadratischer Formen ein. Diese wurden von Jiirgen Hurrelbrink und Ulf
Rehmann in [HR93] eingefiihrt und stellen eine Verallgemeinerung von exzellenten Formen dar.
Wir werden eine Reihe der Resultate, die Knebusch in [Kne77] ausschliefllich fiir exzellente
Formen bewiesen hat, auf Erweiterungen quadratischer Formen iibertragen.

Das vierte Kapitel ist vollstindig der Beantwortung von Frage (2) gewidmet. Wir betrach-
ten anisotrope, niedrigdimensionale Formen ¢ iiber K und suchen zu diesen alle Formen ), fiir
die pg () isotrop wird. Fiir den Fall dim(¢) < 5 wird es uns moglich sein, Frage (2) vollsténdig
zu beantworten. Ist dim(yp) = 6, so gelingt uns wenigstens eine teilweise Beantwortung dieser
Frage.

Abschlieflend mochte ich mich bei Prof. Ina Kersten fiir die umfangreiche Unterstiitzung
und die vielen Anregungen danken, die sie mir wihrend des Entstehungsprozesses dieser Arbeit
hat zukommen lassen. Ferner wiirde ich gerne Prof. Detlev Hoffmann von der University of
Nottingham dafiir meinen Dank aussprechen, dass er immer offen fiir Fragen bzgl. dieser
Arbeit war und mir mit vielen Problemen geholfen hat. Zu guter Letzt danke ich meinen
Eltern und meinem Bruder fiir ihre bedingungslose Unterstiitzung wihrend der ganzen Zeit
meines Studiums und besonders in schwierigen Zeiten.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Quadratische Formen iiber lokalen Ringen

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Wittring W (R) eines kommutativen, lokalen Ringes R so
einzufiihren, dass wir im Wesentlichen genauso damit umgehen kénnen wie mit dem Wit-
tring eines Korpers. Mit letzterem werden wir uns noch im folgenden Abschnitt 1.2 genauer
beschéftigen. Im ersten Unterabschnitt fithren wir zunéchst quadratische Rdume und quadra-
tische Formen ein. Wihrend die Theorie der quadratischen Rdume der Geometrie zuzuordnen
ist, gehort die Theorie der quadratischen Formen zur Algebra. Ein Bindeglied zwischen die-
sen beiden Theorien bilden symmetrische Matrizen iiber R. Wir fiihren die grundlegendsten
Begriffe beider Theorien ein und verdeutlichen die Zusammenhénge zwischen ihnen.

Im zweiten Unterabschnitt zeigen wir, dass sich jede reguldre quadratische Form diagona-
lisieren lédsst. Dies bedeutet, dass sich die symmetrische Matrix iiber R, die einer regulédren
quadratischen Form zugeordnet wird, mit Hilfe von Kongruenzoperationen auf Diagonalge-
stalt bringen ldsst. Hierdurch wird eine anschauliche Notation von quadratischen Formen
ermoglicht, welche den Umgang mit jenen wesentlich vereinfacht.

Den dritten Unterabschnitt widmen wir der Witt-Zerlegung. Diese beschreibt die Darstel-
lung einer jeden reguldren quadratischen Form als orthogonale Summe zweier Teilformen, von
denen die eine anisotrop ist, also keine nichttrivialen Nullstellen besitzt, und die andere ortho-
gonale Summe hyperbolischer Ebenen ist. Dabei kann man sich eine hyperbolische Ebene als
den Prototyp einer quadratischen Form vorstellen, die eine nichttriviale Nullstelle besitzt. Die
Witt-Zerlegung erinnert an den Struktursatzes von Wedderburn (siehe Satz 1.3.3), der besagt,
dass jede zentrale, einfache Algebra iiber einem Korper als Tensorprodukt eines Schiefkorpers
mit einem Matrizenring darstellbar ist. In unserem Fall tritt an die Stelle des Schiefkorpers die
anisotrope Teilform, und der Matrizenring wird von der Summe hyperbolischer Ebenen ersetzt.
So wie der Struktursatz von Wedderburn zur Definition der Brauergruppe fithrt, ermoglicht die
Witt-Zerlegung die Definition des Wittrings im vierten Unterabschnitt. Tatséchlich bewegte
genau diese Parallele Witt zur Definition dieses Rings iiber einem Kérper.
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1.1.1 Quadratische Ridume und quadratische Formen

Wir legen fest, dass die natiirlichen Zahlen N die 0 nicht enthalten. Sollte die Zahl 0 hin-
zugezogen werden, so verwenden wir die Notation Ny := N U {0}. Ferner bezeichnen wir fiir
einen Ring R mit M, (R) den Ring der (n x n)-Matrizen iiber R, n € N. Wir erlauben, um in
Zukunft Fallunterscheidungen zu vermeiden, die Notation A € My(R) = & und verstehen A
als die leere Matrix.

Zunéchst beweisen wir eine Charakterisierung von kommutativen, lokalen Ringen, die wir
in dieser Arbeit hiufig benttigen werden.

1.1.1 Lemma. FEin kommutativer Ring R mit Ideal p # R ist genau dann lokal mit mazima-
lem Ideal p, wenn alle x € R\ p invertierbar sind.

Beweis. Sei R lokal. Wir nehmen an, es existiert ein # € R\ p, das in R nicht invertierbar
ist. Es folgt (x) & R. Das Hauptideal (z) ist nun in einem maximalen Ideal g enthalten mit
q ¢ p. Dies kann nicht sein, da R lokal ist.

Umgekehrt sei jedes Element 2z € R\ p invertierbar. Da alle echten Ideale nur aus Nicht-
einheiten bestehen, liegt jedes Ideal I # R in p. Also ist p das einzige maximale Ideal in
R. O

Im Folgenden sei R stets ein kommutativer, lokaler Ring mit maximalem Ideal m und
2 € R*. Viele der nachfolgende Resultate sind in einem wesentlich allgemeineren Kontext
giiltig (siehe zum Beispiel [MH73] oder [Kne02]). In dieser Arbeit entwickeln wir die Theorie
der generischen Zerfillung allerdings ausschlielich fiir quadratische Formen iiber Korpern.
Wir benétigen quadratische Formen iiber Ringen im Wesentlichen nur, um in Unterabschnitt
2.1.4, der die Spezialisierung quadratischer Formen behandelt, das Fundament fiir die Theorie
der generischen Zerfillung zu legen. Dann allerdings muss uns der Wittring eines kommuta-
tiven, lokalen Ringes zur Verfiigung stehen. In diesem Abschnitt geben wir eine Einfithrung
in die Theorie der quadratischen Formen iiber kommutativen, lokalen Ringen, so dass dies
im néchsten Abschnitt 1.2 fiir den Spezialfall von Koérpern nicht mehr notwendig sein wird.
Setzen wir dann das Ideal (0) = {0} an die Stelle von m, so lassen sich die Resultate in diesem
Abschnitt ohne Anderung auf quadratische Formen iiber Kérpern iibertragen.

1.1.2 Definition. Sei R ein kommutativer, lokaler Ring mit 2 € R* und n € Ny.

(1) Sei M ein freier' R-Modul vom Rang n. Eine Abbildung q : M — R heifit quadratisch,
falls
q(W) = Nq(v) YVveM und VAER

gilt und

by Mx M — R, (0,0)— 5 (ale+) — a(x) — a(y)) (1)

eine symmetrische R-Bilinearform ist. Das Tupel (M,q) wird quadratischer Raum dber
R genannt, und b, heif§t assoziierte Bilinearform von q.

n der Definition von quadratischen Réumen iiber einem beliebigen kommutativen Ring R wird nur ge-
fordert, dass M projektiv ist und endlichen Rang hat (vergleiche zum Beispiel [MH73]). In unserem speziellen
Fall ist zu beachten, dass jeder projektive R-Modul von endlichem Rang frei ist, falls R lokal ist (siehe [Bou72,
Corollary 2, Chap. 11.3.2]).
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(2) Fine n-dimensionale quadratische Form ¢ dber R ist ein homogenes Polynom vom Grad
2 in n Unbestimmten X1, ..., X, mit Koeffizienten in R. Das heif$t, ¢ hat die Form

n
p = Z a;; X;X; € R[Xl,...,Xn} mit a;; € R fir i,j=1,...,n,
ij=1

und wir schreiben dim(y) :==n (firn =0 ist p =0).

1.1.3 Bemerkung. Bei der Definition von quadratischen Formen ist zu beachten, dass eine
quadratische Form nicht einfach ein Polynom ist. Die Dimension einer quadratischen Form
ist ein fester Bestandteil ihrer Definition. Ist R ein kommutativer, lokaler Ring, so ist zum
Beispiel ¢ = X2 +0X3 + 0X3 = X? € R[X1, X2, X3] eine quadratische Form der Dimension
3 iiber R. A

Es sei noch ausdriicklich darauf hingewiesen, dass in Definition 1.1.2 explizit gefordert
wird, dass eine quadratische Form immer endlicher Dimension ist. Grundsétzlich stellt es kein
Problem dar, auch quadratische Formen unendlicher Dimension zu definieren. In der Physik
werden sehr hiufig solche Formen iiber Kérpern (meist R oder C) betrachtet. Zur algebraischen
Theorie solcher Formen existieren allerdings nur wenige Veroffentlichungen (siehe zum Beispiel
[Gro79] oder [Wit98, S. 27-33]).

Die Notwendigkeit, dass 2 € R* liegen muss, wird sofort durch Forderung (1.1) deutlich,
da in diesem Fall jedem quadratischen Raum iiber R eine eindeutig bestimmte symmetri-
sche R-Bilinearform zugeordnet werden kann. Umgekehrt existiert zu jeder symmetrischen
R-Bilinearform b : M x M — R ein eindeutig durch b festgelegter quadratischer Raum (M, q)
mit ¢ : M — R, v — b(v,v). Hieraus folgt, dass iiber Ringen, in denen die 2 invertierbar
ist, und insbesondere iiber Korpern der Charakteristik # 2 die Theorie symmetrischer R-
Bilinearformen und die Theorie quadratischer Ridume iiber R zusammenfallen. Liegt 2 ¢ R*,
so gilt dies nicht, was im Wesentlichen darauf zuriickzufiihren ist, dass dann Forderung (1.1)
keinen Sinn macht. Eine genauere Behandlung dieser Problematik und eine Einfithrung in die
Theorie quadratischer Formen iiber Koérpern der Charakteristik 2 findet sich zum Beispiel in
[Pfi95, Chap. 1.4, Chap. 2.4].

Sei n € Ny. Jede quadratische Form 3 = Z?,jzl a;; X;X; tiber R lasst sich eindeutig

schreiben als
n

1
b= 5 (@i + a;i) XiX;.

ij=1

So kénnen wir ¢ die eindeutig bestimmte, symmetrische Matrix

) 1
Ay = (big)ig=t,..n € Ma(R)  mit by = S(ay +aji)

zuordnen. Wir nennen A, die assoziierte Matriz von 1. Umgekehrt lasst sich jeder symme-
trischen Matrix B = (b;;); j=1,...n € M, (R) eindeutig die quadratische Form

Yp = Z bij X X

ij=1

zuordnen.
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Ferner definiert jede n-dimensionale quadratische Form ¢ iiber R eine quadratische Abbil-
dung, die wir der Einfachheit halber ebenfalls mit ¢ bezeichnen wollen:

¢:R"— R, zr—a'A,z.

Somit ist (R™, ) ein quadratischer Raum. Die assoziierte Bilinearform b, von ¢ ist gegeben
durch
by,: R"x R" — R, (z,y) — x'Ayy.

1.1.4 Definition. (1) Zwei quadratische Riume (M,q) und (N,r) dber R heiffen isome-
trisch, falls ein R-Modulisomorphismus T : M — N existiert, so dass q(v) = r(Tv) fir
alle v € M gilt. Wir schreiben dann (M, q) = (N,r) und bezeichnen T als Isometrie.

(2) Sein € Ny. Zwei n-dimensionale quadratische Formen ¢ und v iber R heiflen isometrisch,
falls die assoziierten Matrizen von ¢ und ¥ kongruent sind, falls also eine Matriz T €
GL,(R) mit A, 2 T*AyT existiert. In diesem Fall schreiben wir ¢ = 1), und die Matriz
T nennen wir Isometrie.

1.1.5 Bemerkung. Sofort wird deutlich, dass zwei n-dimensionale quadratische Formen ¢
und ¢ iiber R genau dann isometrisch sind, wenn (R", ¢) und (R™, ) isometrisch sind. Seien
nun (M, q) und (N, r) isometrische quadratische Riume iiber R. Da vorausgesetzt wird, dass
M und N endlichen Rang haben, und da R kommutativ ist, folgt rangp (M) = rangp(N). A

Sei (M, q) ein beliebiger quadratischer Raum iiber R vom Rang n € Ny. Eine geordnete
Basis B von M ist ein n-Tupel (by,...,b,) so, dass by, ..., b, eine Basis von M bilden. Wir
kénnen nun ¢ die symmetrische Matrix

A = (bg(bi,05))ij=1,.... € Mp(R)

zuordnen, die wir assoziierte Matriz von (M,q) bzgl. B nennen. Sei kg : M — R™ die
Koordinatenabbildung, die fiir i = 1,...,n das Element b; auf den i-ten Einheitsvektor e; € R™
abbildet. Offensichtlich handelt es sich hierbei um einen R-Modulisomorphismus, und es gilt

be(bi,bj) = etAe; = kp(b)' Arg(bj) = by, (ks(b:), k5(b))).

Hieraus folgt (M, q) = (R™, p4) mit der Isometrie 3.

An dieser Stelle legen wir fest, dass zwei Elemente v,w € M orthogonal zueinander stehen,
falls bg(v,w) = 0 gilt. Eine Basis {b1,...,b,} von M heifit Orthogonalbasis, falls bq(b;, b;) =0
fiir alle ,5 € {1,...,n} mit i # j gilt.

1.1.6 Definition. (1) Sei (M,q) ein quadratischer Raum iber R, und seien U,V C M freie
Untermoduln.

(a) Gilt M =U&V und by(u,v) =0 fir allew € U und allev € V, so schreiben wir M =
ULV und nennen diese Summe orthogonal. Der Untermodul V heiffit orthogonales
Komplement von U, und wir sagen, U LV sei eine orthogonale Zerlegung von M.

(b) Wir definieren
Ut = {veM |b(u,v)=0VYueU} Cc M

als den Untermodul aller zu U orthogonaler Elemente von M.
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(2) Seien ¢ und x quadratische Formen tiber R.

(a) Die orthogonale Summe von 1 und x ist definiert durch

— ' _ (A O
Yilx = pa mit A = (0 Ax)'

(b) Es ist x Teilform von v, falls eine quadratische Form ( dber R mit ¥ = xL( exi-
stiert. In diesem Fall schreiben wir x C v. Weiterhin bezeichnen wir xL( auch als
orthogonale Zerlegung von .

Sei 1) eine n-dimensionale quadratische Form iiber R. Zu dem quadratischen Raum (R", )
existiere eine Zerlegung R™ = U LV mit rangp(U) = k. Dann sind (U, ¢|y) und (V, ¢|v) qua-
dratische Rdume iiber R. Seien B = (by,...,b;) und € = (c1, ..., cn—r) jeweils geordnete Basen
von U und V, und seien B und C jeweils die assoziierten Matrizen von (U, |y) bzw. (V,¥]v)
bzgl. B bzw. €. Dann ist D =(5 2) die assoziierte Matrix von (R™, ) bzgl. der geordneten
Basis (b1,...,bk,c1,...,cn—k) des R™. Wir hatten gesehen, dass (R",v¢) = (R", ¢p) gilt. Es
folgt ¥ = vp = ppLyc. Allgemeiner formuliert existiert zu jeder orthogonalen Zerlegung des
R™ eine entsprechende orthogonale Zerlegung von 1.

1.1.7 Bemerkung. Wir haben quadratische Rdume und quadratische Formen sowie die je-
weiligen Definitionen von Isometrie und orthogonaler Zerlegung parallel eingefiihrt. So wurde
deutlich, dass man zwischen der Theorie der quadratischen Rdume und der Theorie quadra-
tischer Formen {iber einem kommutativen, lokalen Ring wechseln kann. Speziell Resultate,
die Aussagen iiber Isometrie oder orthogonale Zerlegungen machen, lassen sich von quadra-
tischen Rdumen auf quadratische Formen und umgekehrt iibertragen. Dies ermdglicht es uns
im Folgenden Aussagen iiber quadratische Formen mit Hilfe von quadratischen Rdumen zu
beweisen. AN

1.1.2 Diagonalisierung quadratischer Formen

Sei 1 eine quadratische Form der Dimension n € Ny iiber R. Besitzt der quadratische Raum
(R™,v) von 1 eine geordnete Orthogonalbasis B, so hat die assoziierte Matrix B von (R", )
bzgl. B Diagonalgestalt. Wir hatten gesehen, dass (R", 1) und (R",¢p) isometrisch sind.
Entsprechend gilt

b1 0
P = (by,...,by) == vpB mit B = € M,(R). (1.2)
0 bn,
Wir nennen (by,...,by,) eine Diagonalisierung von 1. Ist B die Standardbasis des R™, so ist

1 = pp und wir sagen, ¢ habe Diagonalgestalt. Ziel dieses Unterabschnitts ist es, zu zeigen,
dass jede reguldire quadratische Form eine Diagonalisierung besitzt.

1.1.8 Definition. (1) Ein quadratischer Raum (M, q) dber R heifit regulér, falls
Oy M — M, v— (w — bg(v,w)),

ein R-Modulisomorphismus ist. Dabei ist M der Dualraum von M iiber R.
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(2) FEine quadratische Form ¢ der Dimension n € Ny tber R heifit regulédr, wenn det(Ay,) €
R* liegt. Firn =0 ist A, die leere Matriz und wir definieren det(Ay,) = 1.

Aus Definition 1.1.4 folgt sofort, dass jeder zu (M, q) isometrische quadratische Raum
genau dann regulédr ist, wenn (M, q) reguliir ist. Ferner folgt aus der Multiplikativitét der
Determinanten, dass der Begriff der Regularitdt von quadratischen Formen ebenfalls invariant
unter Isometrie ist.

1.1.9 Lemma. Fine quadratische Form ¢ der Dimension n € Ny dber R ist genau dann
requldr, wenn (R™, ) requldr ist.

Beweis. Aus Definition 1.1.8 folgt, dass der 0-dimensionale quadratische Raum und die 0-
dimensionale quadratische Form reguldr sind. Sei also n > 0 und A, = (aij)i,j=1,...n. Mit

{€1,...,en} C R" bezeichnen wir die Dualbasis der Standardbasis, welche definiert ist durch
N 1 firi=j
€; (ej) = { .
0 sonst
Dann gilt ®rn(e;)(e;) = by(€i, €j) = a;; und somit Prn(e;) = Z;;l a;jé; firallei=1,...,n.
Also wird ®p» von A, dargestellt, und die Behauptung folgt aus Definition 1.1.8. O

Sei (M, q) ein quadratischer Raum tiber R. Wir untersuchen nun zunéchst die Frage, wann
es zu einem gegebenen freien Untermodul U C M einen freien Untermodul V' C M mit
M = ULV gibt. Insbesondere interessiert uns, unter welchen Voraussetzungen U~ tatsichlich
ein orthogonales Komplement von U ist.

1.1.10 Satz. Sei (M,q) ein quadratischer Raum. Ist (U, ¢|u) requlir, so existiert eine ortho-
gonale Zerlegung M = U LU*.

Beweis. Es ist &y : U — U injektiv und somit {0} = ker(®y) = UNUL. Da &y auch
surjektiv ist, existiert zu jedem v € M wegen ®y;(v)|y € U ein u € U mit ®p(v)|y = Py (u).
Per Definition gilt b, (v, w) = b,(u, w) fiir alle w € U. Somit liegt v — u € UL und es existiert
eine Darstellung v = v+ 2 mit w € U und 2 = v — v € U~*. Folglich gilt M = U & U*. Da
zusitzlich by (u,v) = 0 fiir alle v € U und alle v € U~ gilt, folgt die Behauptung. O

1.1.11 Korollar. Ist ¢ eine quadratische Form tber R der Dimension n > 1 und v € R"
mit p(v) = a € R*, so existiert eine (n — 1)-dimensionale quadratische Form 1 iber R mit
¢ = (a) L. Insbesondere ist (a) regulir.

Beweis. Der R-Modul Rv wird frei von v erzeugt. Denn ist cv = 0, ¢ € R, so folgt 0 =
by(cv,v) = ca, und es muss ¢ = 0 sein, da a € R* liegt. Sei f € Rv und f(v) = b. Dann ist
Py (2v)(v) = byp(Lv,v) = b. Aus der Linearitét von f und ®/(2v) folgt f = ®pr(20)|gy =
@Rv(gv). Also ist ® g, ein Isomorphismus und (Rv, ¢|r,) reguldr. Da (a) die assoziierte Matrix

von (Rv,q|ry) bzgl. {v} ist, gilt (Rv,q|rv) = (R, (a)). Die Behauptung folgt nun aus Satz
1.1.10. O

Es stehen uns nun die Mittel zur Verfiigung, die wir bendtigen, um zu beweisen, dass jede
regulére quadratische Form eine Diagonalisierung besitzt. Der Beweis verlduft induktiv, wobei
der Induktionsschritt im Wesentlichen aus dem vorherigen Korollar folgt.
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1.1.12 Lemma. Sei ¢ eine n-dimensionale quadratische Form iiber R, n € N. Dann existiert
ein k € Ny und eine orthogonale Zerlegung

v = (ay,...,a5) Ly mit ai,...,ay € R* und Y(w)em Yoe R"F,
wobei m das mazimale Ideal von R ist. Insbesondere ist (a1, ..., ax) requldr.
Falls nicht p(v) € m fiir alle v € R"™ gilt, kann bei der Konstruktion der Zerlegung von ¢
das Element a; € R* so beliebig gewdhlt werden, dass ein v € R™ mit p(v) = ay existiert.

Beweis. Liegt ¢(v) € m fiir alle v € M, so setzen wir k := 0 und ¢ := ¢. Andernfalls
wihle ein v; € R™ mit ¢(v1) = a1 € R*. Nach Korollar 1.1.11 existiert eine Zerlegung
© = {a1)L¢ mit einem reguliren (a) und einer (n — 1)-dimensionalen Teilform ¢ von . Nun
wiederholen wir das Verfahren mit ¢ statt ¢. Dan < oo gilt, erhalten wir so nach endlich vielen
Schritten die gewiinschte Zerlegung. Die Regularitit von (aq,...,a) folgt aus der Tatsache,
dass a; -+ - a € R* die Determinante der assoziierten Matrix von (a1, ..., ax) ist. O

1.1.13 Theorem. Zu jeder reguldren, n-dimensionalen quadratischen Form ¢ iber R, n € N,
und jedem a1 € R*, zu dem es ein v € R™ mit p(v) = a1 gibt, existiert eine Diagonalisierung

© X (a1,...,an) mit as,...,a, € R*.

Beweis. Nach Lemma 1.1.12 existiert eine Zerlegung ¢ = (aq,...,ar) L1, so dass aq,...,ax €
R* liegen und 1 (v) fiir alle v € R"* in m liegt. Aus (1.1) folgt somit, dass alle Eintriige und
somit auch die Determinante von A in m liegen. Da m ein Ideal ist, liegt die Determinante der
assoziierten Matrix von (aq,...,a;) L1 nicht in R* = R\ m. Dies widerspricht der Regularitét
von ¢, weshalb £k = n und 1 = 0 gelten muss. O

1.1.3 Die Witt-Zerlegung

Um zu bestimmen, ob eine gegebene quadratische Form ¢ der Dimension n € N iiber R
regulér ist, betrachtet man die Determinante der assoziierten Matrix von ¢. Ist 1 eine zu ¢
isometrische quadratische Form iiber R und T € GL,(R) die zugehérige Isometrie, so gilt

det(Ay) = det(T* Ay T) = det(T)? det(Ay). (1.3)

Das heif3t, die Determinante der assoziierten Matrix ist im allgemeinen nicht invariant unter
Isometrie. Entsprechend eignet sie sich nicht als Invariante. Wir definieren nun die Determi-
nante einer quadratischen Form . Diese ergibt sich zwar aus der Determinante der assoziierten
Matrix von ¢, ist allerdings, wie aus Gleichung (1.3) hervorgeht, invariant unter Isometrie.

1.1.14 Definition. Sei ¢ eine requlire quadratische Form der Dimension n iber R.

(1) Wir nennen
S(R) := I'/R*?
die Quadratklassengruppe von R. Die Quadratklasse von a € R* wird mit [a]D = aR*? ¢

G(R) bezeichnet. Betrachten wir die Quadratklasse von a € R* in einer Ringerweiterung
S von R, so schreiben wir [a]g = aS*? € §(S), um dies zu verdeutlichen.
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(2) Sein > 1. Nach Theorem 1.1.13 existieren aq,...,a, € R* mit ¢ = (a1,...,an). Wir
definieren die Determinante von ¢ durch

det(p) = [det(4,)]” = lHa] € G(R).

Fiir dim(y) = 0 setzen wir det(p) = 1.

1.1.15 Bemerkung. Offensichtlich gilt (a) = (ac?) fiir alle a,c € R*. Ist also ¢ eine reguliire
quadratische Form iiber R mit ¢ = {(ay,...,a,) und ay,...,a, € R*, so interessieren die
Diagonaleintrige a; nur bis auf quadratische Faktoren. Entsprechend sei die Notation ¢ =2
(a1,...,ap) fir a; € G(R) erlaubt, wenn die quadratische Form ¢ nur bis auf Isometrie
betrachtet wird. A

1.1.16 Lemma. Sei ¢ = (ay,...,a,) eine regulire quadratische Form dber R. Ist ¢ =
(b1,...,bp_1) eine Teilform von ¢, so ist

0= (by,...,bp_1,0) mit ¢=by---bp_1d und [d]” = det(y).

Beweis. Nach Definition einer Teilform existiert ein ¢ € R* mit ¢ 2 ¢ 1(c). Sei d = a1 - - an.
Da die Determinante invariant unter Isometrie ist, muss det(y) = det(¢L(c)) gelten. Das

heift, es existiert ein A € R* mit d’A\? = by ---by_1c. Da by, -+ ,b,_1 € R* liegen und somit
invertierbar sind, gilt
A\ 2
= by bpid | ———— | .
¢ 1 1 <b1"'bn—1>
Mit d := af’(dl__,)‘b%1 )? folgt die Behauptung. O

Ein grofler Teil der algebraischen Theorie quadratischer Formen beschéftigt sich mit der
Frage nach den Werten, die eine n-dimensionale quadratische Form ¢ iiber R, betrachtet als
quadratische Abbildung, annehmen kann. Von besonderem Interesse sind dabei die Nullstellen
von . Natiirlich gilt immer ¢(0) = 0. Es stellt sich also die Frage, ob und wie viele v € R"
mit v # 0 und p(v) = 0 es gibt. Doch bevor wir die nétige Terminologie fiir die Untersuchung
dieser Frage einfiihren, zitieren wir den Kiirzungssatz von Witt. Dieser wird uns noch haufig
von Nutzen sein, wenn es um die Eindeutigkeit von orthogonalen Zerlegungen geht.

1.1.17 Satz. (Witts Kiirzungssatz)
Seien p,p1 und po reguldre quadratische Formen tber R, so dass

plor = ol
gilt. Dann folgt o1 = po.
[MH?73, Theorem /.4, Seite 8], [Sch85, Theorem 6.6, Chap. 1, Seite 21]
1.1.18 Definition. Sei ¢ eine n-dimensionale quadratische Form diber R, n € Ng.

(1) Wir sagen, dass ¢ ein Element a € R darstellt, wenn es ein v € R™ mit a = ¢(v) gibt.

(2) Es ist
Dr(p) := {a€ R |3Jve R, v#0, mitolv)=a}

die Menge aller von ¢ dargestellten Elemente. Setze Dy(¢) := Dgr(p) N R*.
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(8) Wir nennen ¢ universell, wenn D}, (p) = R* gilt.

(4) Die Form ¢ heifit isotrop, wenn 0 € Dg(p) liegt. Andernfalls heifit ¢ anisotrop. Beachte,
dass nach dieser Definition die 0-dimensionale quadratische Form anisotrop ist.

1.1.19 Lemma. Sei ¢ eine isotrope, regulire, quadratische Form der Dimension n > 2 tiber
R und v € R™ mit ¢(v) = 0.

(1) Es existiert ein w € R™ so, dass v und w linear unabhdngig sind und by (v,w) € R* liegt.
(2) Es kann w € R™ so gewdhlt werden, dass ¥(w) =0 und by (v, w) =1 gilt.

Beweis. (1): Wir nehmen an, es liegt by (v, w) € m fiir alle w € R™. Vervollstandige v zu
einer geordneten Basis B = (by,...,b,) des R™ mit by = v. Dann ist by(b1,b1) = 0 und

by(b1,b;) = m; € m fiir ¢ = 2,...,n, wobei m das maximale Ideal von R ist. Die erste
Zeile der assoziierten Matrix B = (by(bi,0;))i j=1,....n von (R",¢) bzgl. B hat die Gestalt
(0,ma,...,my,). Entwickeln wir die Determinante von B nach der ersten Zeile, so sehen wir,

dass det(B) ¢ R* liegt, da m ein Ideal ist. Dies stellt einen Widerspruch zur Regularitéit von
¥ dar, da (R™, %) und (R"™, ¢p) isometrisch sind.

(2)*: Nach (1) liegt by(v,w) = b € R*. Es folgt by (v, w) = 1. Setze w’ = fw. Da
by (v,w') # 0 = by(v,v) gilt, miissen v und w’ linear unabhéngig sein. Fiir beliebiges A € R
sind folglich auch v und w := w’ + Av linear unabhéngig mit ¢(v) = 0 und by (v,u) = 1. Aus
der Bilinearitét von b, folgt

d(u) = by(u,u) = 22y (w',v) + (W) + N(v) = (') + 2.
Da 2 in R invertierbar ist, konnen wir A := —%wl) setzen. Es folgt ¥ (u) = 0. O

1.1.20 Korollar. Bis auf Isometrie existiert genau eine requldre, isotrope quadratische Form
der Dimension 2 iber R. Diese ist gegeben durch

Y = 2X1X2 GR[Xl,XQ] mit A¢ = ((1) (1)>

Es ist ¢ = (a,—a) fir alle a € R*, und ¢ ist insbesondere universell. Die Form (1,—1)
bezeichnen wir mit H. Die Elemente der Isometrieklasse von H heiflen hyperbolische Ebenen.

Beweis. Sei 1 eine isotrope, regulére, 2-dimensionale quadratische Form iiber R. Nach Lemma
1.1.19 (2) existiert eine geordnete Basis B = (b1, bs) des R2, so dass 1(b1) = 0 = 9(by) und
by (b1,b2) = 1 gilt. Folglich ist A := (9}) die assoziierte Matrix von (R? 1) bzgl. B. Wir
erhalten ¢ & ¢ 4. Also ist ¢ := @4 die gesuchte quadratische Form.

Fiir beliebiges z = (z1,72)" € R? gilt p(x) = 2z125. Ist a € R* beliebig, so gilt

{(2) - e

Also ist ¢ universell. Weiterhin existiert nach Theorem 1.1.13 eine Darstellung ¢ = (a, b) mit
b € R*. Nach Lemma 1.1.16 kann b = —a gewiihlt werden, da det(p4) = [-1]" gilt. O

2Die Idee zu diesem Beweis stammt aus [Pfi95]. Dort zeigt Pfister im Beweis von Proposition 1.11 auf Seite
5 dieselbe Aussage fiir quadratische Formen iiber Kérpern. Pfisters Beweis kann unter der Voraussetzung ohne
Anderung fiir lokale Ringe iibernommen werden, dass Aussage (1) und also die Existenz eines w € R™ mit
by (v, w) € R* gezeigt wurde. Uber Korpern folgt dies direkt aus der Regularitéit von .
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Wir wollen nun zeigen, dass jede regulédre quadratische Form ¢ iiber R so als orthogonale
Summe zweier Teilformen y und ¢,,, dargestellt werden kann, dass x orthogonale Summe hy-
perbolischer Ebenen und ¢, anisotrop ist. Diese Zerlegung wird Witt-Zerlegung genannt und
stellt eine der wichtigsten Grundlagen in der algebraischen Theorie quadratischer Formen dar.
Die Definition des Wittrings eines kommutativen, lokalen Rings (bzw. eines Korpers) beruht
im Wesentlichen auf dieser Art von Zerlegung. Ferner ermoglicht erst die Witt-Zerlegung die
sinnvolle Definition von generischen Zerfallungstiirmen in Abschnitt 2.2.

1.1.21 Proposition. Sei ¢ eine n-dimensionale, isotrope, requlire quadratische Form tber R,
n > 2. Dann existiert eine Zerleqgung ¢ = H 1Ly mit einer (n—2)-dimensionalen quadratischen

Form 1 dber R.

Beweis. Nach Lemma 1.1.19 existieren Elemente b1 und by mit ¢(by) = 0 = ¢(b2) und
by(b1,b2) = 1. Sei U der von v, und v erzeugte freie Untermodul von R", und sei V' =U L. Da
(U, ¢|v) = (R? H) regulir ist, existiert nach Satz 1.1.10 eine Zerlegung R™ = U LV. Es folgt
rang(V) = n—2 und die Existenz einer quadratischen Form ¢ iiber R mit (R"~2,v) 2 (V, ¢|v).
Wir erhalten ¢ = H L. O

Im Folgenden benétigen wir fiir r € Ny die Notation
rxe = @pl...1lp.
—_———
r-mal

Nun koénnen wir die Existenz der Witt-Zerlegung durch unter Umstédnden wiederholte
Anwendung der letzten Proposition beweisen. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Kiirzungssatz
von Witt 1.1.17.

1.1.22 Theorem. (Witt-Zerlegung)
Jede reguldre quadratische Form ¢ tber K ldsst sich darstellen als

Y = (iXH)J-W(m

mit einem eindeutig bestimmten i € Ny und einer bis auf Isometrie eindeutig bestimmten
anisotropen Form @g, tber K.

1.1.23 Definition. Sei ¢ eine regulire quadratische Form tiber R und ¢ = (i x H) L @q, die
Zerlegung aus dem vorherigen Theorem.

(1) Wir nennen i den Wittindex von ¢ und bezeichnen ihn mit i(p). Die Form @qn heifft
anisotroper Kern von .

(2) Die Form ¢ iber R heifit hyperbolisch, falls ¢ =i x H miti > 1 gilt.

Abschlielend beweisen wir eine Charakterisierung von hyperbolischen Formen, die wir vor
allem fiir den Beweis von Satz 2.1.24 benétigen werden.

1.1.24 Satz. Fine regulire quadratische Form ¢ der Dimension n > 2 iber K ist genau
n

dann hyperbolisch, wenn (R™, ¢) einen freien Untermodul N mit N* = N und rang(N) = 2
enthilt.
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Beweis. Sei ¢ hyperbolisch. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir

o = ixH = (1,-1)L...1(1,-1)

i—mal

(Gleichheit statt Isometrie!) mit ¢ € N annehmen. Sei n = 2¢ und &€ = {ey,...,e,} die
Standardbasis des R™. Betrachtet man die assoziierte Matrix von ¢ x H, so wird deutlich,
dass p(eak—1 + ea) = 0 fiir alle k € {1,...,4} gilt. Sei N der von den egr_1 + egp erzeugte
freie Untermodul von R™. Offensichtlich gilt rang(N) = %. Da & eine Orthogonalbasis von
(R™, ) ist, folgert man aus der Bilinearitét von b, leicht b, (ear—1 + eax, e21—1 + €9) = 0 fiir
alle k,1 ={1,...,i}, k # . Den Fall k = [ haben wir bereits weiter oben behandelt. Es folgt
N C Nt.Seix = (21,...,2,)" € R" mit by(z,bog_1 + bay) = O fiir alle k € {1,...,i}. Dann
ist

0 = by(x,eap—1 +e2r) = Top—1by(€2k—1,€26—1) + Tarby €2k, €21) = Tok—1 — Tap

und also wop = wopy fiir alle k € {1,...,i}. Es folgt # € N und somit N = N-.

Sei N C R"™ ein freier Untermodul mit N = N+ und rang(N) = 5, und sei {b1,...,b;} mit
2i = n eine beliebige Basis von N. Vervollstandige diese durch b;y1,...,b, zu einer Basis des
R™. Da @ regulér ist, besitzt die Matrix B = (Br1)k,i=1,....n := (bp(br, bi))k,i=1,... n €in Inverses
C = (Ve)ki=1,.n- Fiir k =1,...,n setze ¢ := y15b1 + - -+ + Ynrbn. Da B invertierbar ist,

bildet {c1,...,c,} eine Basis des R". Es gilt

1 firk=1
bo(br, 1) = Bravu+ -+ Benyu = (BO)w = { .
0 sonst
Hieraus folgt, dass ¢;y1,-..,¢, € N* = N liegen und somit wegen rang(N) = i eine Basis von

N bilden. Setze dj, := by, und d;yj := ¢ fiir k = 1,...,i. Dann bildet D := (dy, ..., d,) eine ge-
ordnete Basis des R" und die assoziierte Matrix D von (R", ¢) bzgl. D hat die Gestalt ( o =)
mit einer symmetrischen Matrix D’ € M;(R) und der Einheitsmatrix E; € M;(R). Setzen wir

T := (% g:) mit 7" = —3D’, so liegt T € GL,(R) und es gilt A := T'DT = (gl %)
Indem wir die Basiselemente angemessen permutieren erhalten wir (R™,¢) 2 (R",¢4) &
(R"™,i x H). N

1.1.4 Der Wittring eines lokalen Ringes

Seien A € M,,(R) und B € M,,(R), m,n € Nyg. Wir definieren das Tensorprodukt von A und
B durch

allB almB
A®B = (aij)ij=1,..m ®B = € Mpyn(R).

am1B ... ammB

Ist m = 0 oder n = 0, so ist die Matrix A ® B leer.
Leicht lassen sich die folgenden Rechenregeln iiberpriifen.

1.1.25 Lemma. Fir Matrizen A, A’ € M.(R), B,B’ € Ms(R) und C € My(R), r,s,t € Ny,
gelten die folgenden Gleichungen.
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(1) (A+A)@B=A@B+A®B und A®(B+B)=A®B+A® B
(2) (AA') @ (BB') = (A® B)(A' © B)

(3) (A® B)t = A® ® B, und hieraus folgt sofort, dass A ® B symmetrisch ist, falls dies fiir
A und B gilt.

(4) (A®B)®@(C=A® (B®()

Seien jeweils A, A" € M,,(R) und B,B’ € M,(R) kongruent, dass heifit es existieren
C € GLy,(R) und D € GL,(R) mit A = C*A’C und B = D'B’D. Dann gilt nach Lemma
1.1.25 (2) und (3)

A®B = (C'A'C)® (D'B'D)
= (C'@ DA ®@B)(C®D) = (C®D)(A ®B)(C®D). (14)

Dies bedeutet, dass auch A ® B und A’ ® B’ kongruent sind.

1.1.26 Definition. Seien ¥ und x quadratische Formen tber R. Wir definieren das Produkt
von ¢ und x durch
YRX = ¢B mit B = Ay ®A,.

Ist ¢ eine quadratische Form iiber K, so bezeichnen wir mit [¢] die Isometrieklasse von ¢
und definieren

Wt (R) := {[p] | ¢ ist eine regulire quadratische Form iiber R}

als die Menge aller Isometrieklassen regulidrer quadratischer Formen iiber R. Auf W+ (R) lasst
sich nun eine Addition und eine Multiplikation definieren durch

[l L] :=lply]  baw. [Pl @[] :=[p@ ]

Aus der Definition der orthogonalen Summe wird sofort deutlich, dass die Addition in W+ (R)
wohldefiniert ist. Das Nullelement ist die 0-dimensionale Form. Gleichung (1.4) liefert uns die
Wohldefiniertheit der Multiplikation.

1.1.27 Lemma. Die Multiplikation in der Halbgruppe W*(R) ist assoziativ, kommutativ
und erfillt das Distributivgesetz. Die Klasse [(1)] ist das Finselement. Also ist W+ (R) ein
kommutativer Halbring.

[Sch85, Theorem 1.8, Seite 32]

Beweis. Die Assoziativitit folgt aus Lemma 1.1.25 (4). Sind A € M,,(R) und B € M,(R),
so folgt die Kommutativitéit aus der Kongruenz von A ® B und B ® A, die gegeben ist durch
A®B=CYB®A)C mit

E11 E21 ce Eml
E12 E22 . Em2 1 falls (Z,]) = (’I"7 S)

0 sonst

C = 5 men(R) > (Ers)ij - {

Eln EQn Emn
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Das Distributivgesetz folgt aus der Gleichung

A0 A®B 0
(6 2)er=("0" 4an)

und (1) ® A = A liefert uns die Aussage iiber das Einselement. O

Um in Zukunft unnétig umstéandliche Formulierungen zu vermeiden, einigen wir uns auf
die folgenden Schreibweisen. Sind ¢ = (aj,...,a,) und ¢ = (by,...,b,) zwei quadratische
Formen iiber R, so ist

(pJJﬁ = <a1,...,am,b1,...,bn> und @@w = <.--,aib_j7--~> 1,....m-
1,...,n

i=
Jj=1,

Weiterhin gilt fiir a € R*
ap = (aay,...,aam).

Es wére wiinschenswert, wenn es sich bei W+ (R) um einen Ring handelte. Das ist nun leider
nicht der Fall. Genauer existiert in W+ (R) zu keinem Element [¢] # 0 ein additives Inverses.
Deshalb wendet man die Grothendieck-Konstruktion auf W+ (R) an. Hierbei handelt es sich
um ein Verfahren, das aus einer beliebigen abelschen Halbgruppe H ™ eine abelsche Gruppe G
konstruiert. Diese hat die universelle Eigenschaft, dass jeder Halbgruppen-Homomorphismus
H*™ — G’ in eine abelsche Gruppe G’ iiber G faktorisiert. Auf diese Weise erhilt man den
Grothendieck-Witt-Ring W(R) Eine genauere Beschreibung dieses Verfahrens findet sich in
[Sch85, Chapter 2, §1].

Uns interessiert aber vor allem der Wittring W (R). Dieser ist der Faktorring von /VI7(K )
modulo dem Ideal aller hyperbolischen quadratischen Formen {iber K. Der Wittring lésst sich
aber noch wesentlich einfacher mit Hilfe einer Aquivalenzrelation konstruieren.

1.1.28 Definition. Zwei reguldre quadratische Formen ¢ und v heifflen dquivalent, falls

(pan = wan

gilt. Wir schreiben dann ¢ ~ 1. Hierbei handelt es sich offensichtlich um eine Aquivalenzre-
lation. Ist ¢ eine requlire Form iber R, so bezeichnen wir mit {p} ihre Aquivalenzklasse.

Sei W(R) die Menge aller Aquivalenzklassen regulirer quadratischer Formen iiber R, und
seien ¢ und 1 reguldre quadratische Formen iiber R. Dann lassen sich Addition und Multi-
plikation auf W+ (R) durch

{pt e {v} ={ple}  bazw. {et @ {v} ={p® ¢}

natiirlich auf W(K) fortsetzen. Offensichtlich ist die Operation @ wohldefiniert. Dasselbe
miissen wir noch fiir ® zeigen. Es ist ¢ @ H 2 ¢ L (—¢) nach Korollar 1.1.20 hyperbolisch. Aus

@ (Y1H) = (¢ @9Y)L(p®H).

folgt sofort die Wohldefiniertheit von ® in W(R), da ¢ ® H hyperbolisch ist. Assoziativitét,
Kommutativitit und die Giiltigkeit des Distributivgesetzes werden von W+ (R) geerbt.
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Das Nullelement in W (R) ist die Aquivalenzklasse aller hyperbolischen quadratischen For-
men iiber R. Denn ist ¢ eine regulire quadratische Form iiber R, so ist ¢ L(—¢) hyperbolisch,
und es folgt

{ot@{-v} = {pta(-{e}) =0
Ist {¢} ein weiteres Element aus W(K), so schreiben wir in Zukunft anstatt {¢} @ (— {¢})
kiirzer {0} & {1},

1.1.29 Definition. Der kommutative Ring W(R) heifst Wittring von R.

Abschlielend wollen wir als Vorbereitung auf das eigentliche Thema dieser Arbeit einen
kommutativen Ring S mit lokalem Teilring R betrachten. Sei ¢ € R[X7, ..., X,] eine quadra-
tische Form iiber R mit dim(p) =n. Aus R C S folgt R[X1,...,X,] C S[X1,...,X,]. Somit
kann ¢ auch als quadratische Form iiber S aufgefasst werden. Betrachten wir ¢ iiber S, so
schreiben wir ¢g statt ¢, um dies zu verdeutlichen. Eine etwas &ltere, aber ebenso gebrauchli-
che Schreibweise ist ¢ ® S. Da beide Schreibweisen unterschiedliche Vor- und Nachteile haben,
werden in dieser Arbeit beide Verwendung finden.
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1.2 Quadratische Formen iiber Ko6rpern

Im letzten Abschnitt hatten wir den Wittring eines kommutativen, lokalen Ringes R ein-
gefithrt. Die zugehorigen Resultate iiber die moglichen Zerlegungen einer quadratischen Form
und alle iibrigen Resultate lassen sich ohne Anderung fiir den Spezialfall iibertragen, dass
R = K ein Korper ist. Der erste Unterabschnitt dieses Abschnitts beschéftigt sich nun bereits
mit dem Verhalten quadratischer Formen unter Korpererweiterungen. Dabei betrachten wir
zundchst nur rein transzendente und quadratische Erweiterungen von K. Diese Erweiterungen
spielen in der Theorie der generischen Zerfillung eine besondere Rolle. Anschlielend zitieren
wir einige wichtige Resultate aus der Theorie der quadratischen Formen {iber Korpern, die
wir als Grundlage fiir das Arbeiten mit solchen Formen unbedingt benétigen. Im zweiten Un-
terabschnitt fithren wir die wohl wichtigste Klasse quadratischer Formen iiber Korpern ein,
die Pfisterformen, und charakterisieren diese durch ihr multiplikatives Verhalten. Wir wer-
den sehen, dass Pfisterformen insbesondere in der Theorie der generischen Zerfillung eine
duferst bedeutende Rolle spielen (siche Abschnitt 2.2, 3.1 und 3.2). Schliefllich betrachten
wir im letzten Unterabschnitt das Fundamentalideal I(K) des Wittrings eines Korpers. Wir
definieren den Dimensionsindex eg und die Diskriminante d, durch die sich die Elemente der
ersten beiden Potenzen I(K) und I?(K) des Fundamentalideals charakterisieren lassen, und
zeigen, dass die n-te Potenz I"(K) additiv von n-fachen Pfisterformen erzeugt wird. Es sei
hier erwahnt, dass sich die dritte Potenz des Fundamentalideals durch die Clifford-Invariante
charakterisieren lisst, die wir im néchsten Abschnitt 1.3 einfithren werden.

1.2.1 Grundlegende Resultate

Bis auf bilineare Formen, die kaum noch vorkommen werden, sind quadratische Formen die
einzigen Formen, die wir betrachten werden. Mit Form sei also zukiinftig immer eine quadra-
tische gemeint, falls nichts Gegensétzliches aus dem Kontext hervorgeht.

Die Beweise aus Abschnitt 1.1 lassen sich direkt fiir Korper iibertragen. Anstatt eines freien
Moduls iiber R betrachtet man iiber Kérpern natiirlich Vektorrdume, das maximale Ideal m
von R ersetzt man durch das Nullideal (0). Die Einschrinkung, dass 2 in R invertierbar sein
muss, bedeutet fiir einen Korper K, dass char(K) # 2 vorausgesetzt wird. Fortan bezeichnen
wir mit K immer einen Korper der Charakteristik # 2.

1.2.1 Definition. Sei ¢ eine n-dimensionale Form iber K, n € Ng. Den Unterraum
Rad(y) = {ve R" |b,(w,v) =0 Ywe R"} C R"
nennen wir Radikal von .

Aus der Definition folgt sofort
Rad(p) = {vER" |w'Adyv=0 VweR"} = {veR" |A,v=0} (1.5)

und somit

@ ist regulir. <= det(A,) #0 <= Rad(p) = {0}.

Sei nun n > 1 und ¢ nichtregulér. Nach Lemma 1.1.12 kénnen wir ohne Einschrinkung
davon ausgehen, dass ¢ = (ay,...,ax) Ly mit ay,...,a; € K* und ¢ (v) = 0 fiir alle v € R*~*
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gilt. Ist B die assoziierte Matrix von (aq,...,a) so erhalten wir
B 0
A, = .
= (0 o)
Nun kann man mit Hilfe von Gleichung (1.5) sehen, dass die Einheitsvektoren ex41,. .., e, das

Radikal von ¢ erzeugen. Zudem wird deutlich, dass die Elemente von Rad(¢) keinerlei Einflufl
auf die moglichen Werte von ¢ haben. Gerade diese sind es aber, die uns interessieren. Wir
kénnen also ebenso gut nur {(aq, . .., ai) betrachten. Da das Radikal und orthogonale Zerlegung,
wie man leicht zeigt, invariant unter Isometrie sind, ist die Zerlegung ¢ = (a1,...,ar) Ll
bis Isometrie eindeutig. Deshalb konnen wir uns in Zukunft darauf beschrinken, regulire
quadratische Formen zu betrachten. Bis zum Ende dieses Unterabschnittes allerdings werden
wir der Allgemeinheit halber zumeist noch auf diese Einschrinkung verzichten, da ein Grofiteil
der Resultate auch fiir nichtregulidre Formen giiltig ist.

Am Ende des Unterabschnitts 1.1.4 haben wir fiir einen kommutativen Ring S und eine
Form ¢ iiber dem lokalen Unterring R von S, die Form ¢g iiber S definiert. Wir befassen
uns nun mit dem Spezialfall, dass R = K ein Korper und S = L eine Korpererweiterung
ist. Ist ¢ eine anisotrope Form iiber K, so stellt sich die Frage, ob ¢ weiterhin anisotrop
ist oder nicht. Wie schon in der Einleitung formuliert ist dies eine der Hauptfragen, die in
dieser Arbeit untersucht werden sollen. Zunéchst wollen wir den Spezialfall des rationalen
Funktionenkérpers in einer Unbestimmten L = K (X) betrachten.

1.2.2 Satz. Sei L = K(X). Eine quadratische Form ¢ ist genau dann anisotrop iber K,
wenn g, anisotrop iber L ist.

[Pfi95, Lemma 2.1, Seite 6]

Beweis. Fiir dim(p) = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also dim(y) = n > 2. Ist ¢y ani-
sotrop, so natiirlich auch ¢, da K C L liegt. Nehmen wir also an, es existiert ein 0 # f =
(fi,.-, fn)t € L™ mit ¢ (f) = 0. Wiihle einen gemeinsamen Nenner go € K[X] von f1,..., fa.
Dann ist f; = % mit g1,...,9, € K[X], und fiir g = (g1,...,9n)" € L™ gilt

er(9) = gger(f) = 0.

Sei nun 0 # d € K[X] der grofite gemeinsame Teiler von gy, ..., ¢g,. Dann existieren teiler-
fremde hq,...,h, € K[X] mit g; = dh;. Fiir h = (hq,...,h,)* gilt

orlg) = d®or(h) = 0.

Da K[X] ein Integritdtsring und d # 0 ist, folgt ¢r(h) = 0. Setze ¢; = h;(0) € K fiir
i =1,...,n. Dann ist ¢ = (c1,...,¢,)" # 0, da sonst alle h; durch X teilbar wiren. Nach
Konstruktion sind diese aber teilerfremd. Substituieren wir X durch 0 in der Gleichung
wrL(h) = ¢r(h(X)) =0, so erhalten wir ¢(c) = 0 und somit die Isotropie von ¢. O

Mittels einfacher Induktion erhilt man das folgende Korollar.

1.2.3 Korollar. Ist L eine rein transzendente Korpererweiterung von K von endlichem Tran-
szendenzgrad und ¢ eine quadratische Form tber K. Dann ist ¢ genau dann anisotrop, wenn
w1 anisotrop ist.
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1.2.4 Theorem. Sei ¢ = (a)Ly¢’ eine anisotrope Form der Dimension n > 2 dber K, und
sei d € K*. Dann liegt d € D (¢') genau dann, wenn d+ aX? € D (x)(¢ ® K(X)) liegt.

[Sch85, Theorem 8.4, Seite 150]

Weiterhin ist der Fall einer algebraischen, quadratischen Koérpererweiterung fiir uns von
besonderem Interesse, wie in Unterabschnitt 2.1.3 noch deutlich werden wird. Die folgenden
zwei Resultate beschéftigen sich mit diesem Fall.

1.2.5 Satz. Sei L = K(\/a) eine quadratische Erweiterung, also a € K*\ K*2, und sei
eine anisotrope Form iber K mit n = dim(p) € Ny. Ist p, isotrop, so existiert ein v € K*
mit (x, —za) C ¢.

[Sch85, Lemma 5.1, Seite 45]

Beweis. Sei v € L™, v # 0, ein Vektor mit ¢ (v) = 0. Dann existiert eine Darstellung
v=b + b2\/& mit bl,bg € K™ Es gllt

0= bwL(b1+b2\/a7b1+b2\/&) = bgoL(blyb1>+a'b4pL(b2ab2)+2\/g'bgoL(blab2)~

Hieraus folgt b, (b1,b2) = 0, by und by stehen also orthogonal zueinander. Weiterhin folgt
@(b1) = —ap(be). Vervollstandige {b1,bs} zu einer Orthogonalbasis € = {ci,...,¢,} von V,,
mit ¢; = by und co = be. Sei x; = p(¢;) fiir ¢ = 1,...,n. Dann ist ¢ & (x1,...,z,). Es gilt
1 = —axy und somit ¢ = (—axe, T2, T3,...,Ty). O

1.2.6 Korollar. Sei L = K(\/a) eine quadratische Erweiterung mit a € K*\ K*. Ist die
n-dimensionale Form ¢ tber K anisotrop und tber L hyperbolisch, n € Ny, so existiert eine
Form 4 dber K mit ¢ = (1,—a) ® 9.

[Sch85, Remark 5.11, Seite 51]

Beweis. Nach dem vorherigen Satz ist ¢ = 21(1, —a) L¢’ mit 27 € K*. Da x1(1, —a)r, hyper-
bolisch ist, muss dies auch fiir ¢/ gelten. Per Induktion nach der Dimension von ¢ erhalten
wir ¢ 2 (z1,...,Zm) Q@ (1,—a) mit 2m = n. O

Zum Abschluss dieser Einfithrung zitieren wir drei grundlegende Resultate iiber quadrati-
sche Formen, von denen die ersten zwei in der algebraischen Theorie der quadratischen Formen
zu den wichtigsten Hilfsmitteln gehoren.

1.2.7 Satz. (Substitutionsprinzip)

Sei ¢ eine n-dimensionale quadratische Form iber K, n € Ny. Betrachte zu m € N ein
Polynom 0 # p = p(X4,...,Xm) € K[Xy,...,X;n] und beliebige Elemente ci,...,cm € K.
Wird p von ¢ @ K(X1,...,X,) dargestellt, so wird p(cy,...,cm) von ¢ dargestellt.

[Pfi95, Proposition 3.1, Seite 10]

1.2.8 Theorem. (Teilform-Theorem)
Seien ¢ und 1 = (by,...,by), m € Ny, regulire quadratische Formen iber K, wobei ¢ aniso-
trop sei. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es ist i eine Teilform von .

(i) Fir jeden Erweiterungskorper L von K gilt D, (v) C Dr(p).
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(iii) Die Form ¢, L := K(X1,...,X.), stellt den generischen Wert von ¢ dar. Dies bedeu-
tet, dass @5, das Element

VL((X1, oo X)) = iX7+ + by X2, € L
darstellt.

[Pfi95, Theorem 3.4, Seite 11]

1.2.9 Lemma. Sei ¢ eine Form tber K und c € K*. Dann gilt:

c€ Dk(p) <= @l{—c) ist isotrop.

[Pfi95, Proposition 1.4, Seite 21]

1.2.2 Pfisterformen

Von nun an sei jede quadratische Form regulér.

1.2.10 Definition. Seien ¢ und v Formen tber K. FExistiert ein a € K* mit ¢ = ai, so
heifen ¢ und 1 dhnlich, und a wird Ahnlichkeitsfaktor genannt. Definiere

Gr(p) == {a € K" [p=Zap}

als die Menge aller Ahnlichkeitsfaktoren von . Nach Bemerkung 1.1.15 gilt grundsdtzlich
K*? C Gk ().

1.2.11 Lemma. Sei ¢ eine Form dber K. Dann ist Gk (p) eine Untergruppe von K*.

Beweis. Offensichtlich ist 1 € Gk (p). Seien a,b € Gk (p). Dann gilt ¢ = ap und ¢ = bep.
Kombinieren wir die beiden Isometrien, so folgt ¢ = aby und also ab € Gk (¢). Aulerdem ist
e Lalp > Lo fir a € Gg(p). O

Seien X = (X1,...,X,)  und Y = (Y1,...,Y,)! zwei Vektoren von Unbestimmten der
Lénge n € N. Dann sind K(X) = K(X1,...,X,) und K(X,Y) = K(X1,..., X, Y1,...,Yy)
jeweils rein transzendente Korpererweiterungen von K vom Grad n bzw. 2n.

1.2.12 Definition. Sei ¢ eine Form diber K der Dimension dim(p) = n > 1 und L =
K(X,Y). Die Form ¢ heifst multiplikativ, falls ein Z € L™ mit

or(X) oY) = ¢r(Z)

existiert. Wir nennen ¢ streng multiplikativ, falls es eine Matriz Tx € GL,(K(X)) gibt, so
dass

on(X) - pr(Y) = pr(TxY) (1.6)

gilt.
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Da Tx invertierbar ist, ist Gleichung (1.6) aufgrund des Substitutionsprinzips 1.2.7 dqui-
valent zu
orx)(X) prx) = Prx)-
Also ist @ (x)(X) ein Ahnlichkeitsfaktor von ¢ K (x)- Mit Hilfe des Substitutionsprinzips sehen
wir, dass fiir streng multiplikative Formen D% (¢) C Gg(¢) gilt. Nach Lemma 1.2.11 wissen
wir bereits, dass G (p) fiir jede Form ¢ eine Untergruppe von K* ist. Der folgende Satz
liefert dieselbe Aussage fiir Dy (¢), falls ¢ multiplikativ ist.

1.2.13 Satz. Fine Form ¢ dber K ist genau dann multiplikativ, wenn D3 (@) fir jeden Er-
weiterungskorper L von K eine Untergruppe von L* ist.

[Pfi95, Lemma 3.1, Seite 28]

1.2.14 Definition. Fine Form tber K heifit k-fache Pfisterform, wenn ay,...,ar € K*,
k € N, ezistieren, so dass

k
o= (La)®- @ (1a) = QL a)
i=1
Als abkiirzende Schreibweise verwenden wir ¢ = ((ai,...,ax)). Die 0-fache Pfisterform ist
gegeben durch (1).

Dies ist die Definition von Pfisterformen, wie sie Albrecht Pfister zuerst in [Pfi65] eingefiihrt
hat. Ziemlich schnell wurde deutlich, was fiir eine immense Bedeutung Pfisterformen fiir die
Theorie quadratischer Formen haben, woraufhin sie ihren jetzigen Namen erhielten. Allerdings
ist dies inzwischen nicht mehr die allgemein gebrauchliche Definition. Wie spéter noch im
Unterabschnitt iiber die Clifford-Invariante 1.3.3 deutlich werden wird, ist es hiufig giinstiger
fir ay,...,ar € K* eine Pfisterform durch

k

<<a17"'aak>> = ®<1afai> (17)

i=1

zu definieren, da so der Zusammenhang zu Quaternionenalgebren deutlicher wird. Auch Pfister
ist inzwischen in seinen aktuelleren Arbeiten zu dieser Definition von Pfisterformen iiberge-
gangen. Wir werden uns an die alte Definition halten, da dies fiir uns eine einfachere Notation
bedeutet und die Verbindung zur Brauergruppe in dieser Arbeit nicht im Vordergrund steht.

1.2.15 Theorem. Sei ¢ eine Form iber K.
(1) Ist ¢ anisotrop, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist multiplikativ.
(i) @ ist streng multiplikativ.
(iii) @ ist eine Pfisterform.
(2) Jede isotrope Form ¢ ist multiplikativ und genau dann streng multiplikativ, wenn sie

hyperbolisch ist. Insbesondere ist jede isotrope Pfisterform streng multiplikativ und somit
hyperbolisch.
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[Pfi95, Theorem 2.2, Seite 25 bzw. 27; Theorem 8.2, Seite 29]

Die Aussage, dass jede isotrope Form multiplikativ ist, folgt sofort aus Theorem 1.1.22,
welches impliziert, dass jede isotrope Form universell ist, und aus der Tatsache, dass eine
isotrope Form ¢ iiber K iiber jedem Erweiterungskorper L von K isotrop bleibt.

1.2.16 Korollar. Fir streng multiplikative Formen ¢ tber K gilt D3, (¢) = Gk (p).

Beweis. Wir wissen bereits, dass D (¢) C Gk(p) gilt. Sei a € Gk (p). Dann existiert ein
T € GL,(K) mit ¢(Tv) = ap(v) fiir alle v € K™. Nach dem vorigen Theorem stellt ¢ immer
die 1 dar, dass heifit es existiert ein w € K™ mit p(w) = 1. Es folgt ¢o(Tw) = ap(w) = a €
Di (). O

1.2.3 Der Wittring eines Korpers und sein Fundamentalideal

1.2.17 Beispiel. Wir berechnen den Wittring von R. Es gilt §(R) = ({—1,1},-). Also sind
bis auf Isometrie die Formen n x (—1),{0} und n x (1) fiir beliebiges n € N die einzigen

~

anisotropen quadratischen Formen iiber R. Es folgt W (R) = Z. A

In der Theorie der quadratischen Formen iiber Korpern spielt die Untergruppe der Torsi-
onselemente von W (K) eine wichtige Rolle, zum Beispiel in der Theorie quadratischer Formen
iiber formal reellen Kérpern oder fiir die Definition der u-Invariante. Dabei ist {¢} € W(K)
ein Torsionselement, falls ein | € N mit [ x {p} = 0 existiert, ein Vielfaches von ¢ also
hyperbolisch ist. Wir setzen

Wiy(K) == {{o} e W(K) |FleNmitlx o ~H}.

ond({¢)) = (min | 1 () =)

bezeichnen wir die Ordnung von {p} in W(K), falls {¢} in W;(K) liegt. Ist {¢} kein Torsions-
element von W (K), so setzen wir ord({¢}) = oco. Der folgende Satz wird uns eine vollstéindige
Antwort auf die Frage nach moglichen Ordnungen eines Elements von W (K) liefern.

1.2.18 Satz. Die Torsionsuntergruppe Wi (K) von W (K) ist eine 2-Gruppe, dass heifit jedes
Element in Wy(K) hat Ordnung 2F mit k € Ny.

[Pfi95, Theorem 3.4, Seite 30]
Allgemeiner kann man iiber die Nullteiler im Wittring W (K) die folgende Aussage machen.

1.2.19 Satz. Sei p eine nichthyperbolische Form iiber K, so dass {¢} € W(K) ein Nullteiler
ist. Dann ist ¢ geradedimensional.

[Lor70, 4.5, Seite 36]
Betrachte die surjektive Abbildung
eo: W(K) — Z/27, {p}+— dim(¢) mod 2Z.

Diese ist wohldefiniert und wird Dimensionsindex genannt. Es ist I(K) = ker(eg) ein Ideal
von W(K), dass aus allen Klassen geradedimensionaler Formen besteht. Offensichtlich gilt

WI(K)/[(K) = Z/27.
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1.2.20 Definition. Das Ideal I(K) heiffit Fundamentalideal von W (K).

Betrachten wir die Determinante, so stellen wir fest, dass diese keinen wohldefinierte Ab-
bildung W (K) — G(K) definiert. Denn fiir eine beliebige (reguléire) Form ¢ iiber K gilt

det(v) # —det(p) = det(pLH).

1.2.21 Definition. Sei ¢ eine Form der Dimension n € Ny dber K. Dann heifst
n(n—1)
d() = (1) = det(p)
die Diskriminante von ¢.
Die Abbildung
d: W(K) — §(K), {p}r—dp),

ist nun wohldefiniert. Leider gilt fiir Formen ¢ und ¢ iiber K im Allgemeinen nicht d(pLl1)) =
d(p)d(). Zum Beispiel ist

(L L1L(1) = 1 # —1 = d((1,1,1))d((1)).

Die Abbildung e; = d|;(x) allerdings ist ein Gruppenhomomorphismus. Denn fiir geradedi-
dim(¢)

mensionale Formen ¢ gilt d(¢) = (—1)" 2 det(p), wie man leicht nachrechnet. Ist ¢ € I(K)
eine weitere geradedimensionale Form iiber K, so ist natiirlich auch ¢l geradedimensional,
weshalb

d(e L) = (-1) det(¢) = d(p)d(¢)

gilt. Der Homomorphismus e; ist surjektiv, da d((1, —a)) = [a]" fiir alle a € K* gilt. Entspre-
chend folgt

dim(p)+dim(y) dim(p) dim (2))
2 2

det(p L) = (—1) ™ det() (~1)

I(K)/ker(el) = §(K).
1.2.22 Satz. Es ist ker(e;) = I?(K) das Quadrat des Fundamentalideals I(K).
[Pfi95, Proposition 3.6, Seite 31]

1.2.23 Beispiel. Zunichst berechnen wir die Determinante einer k-fachen Pfisterform ¢ mit
k> 2 Esist p 2 (l,a) @ ¥ = YLlay mit dim(y) = d‘mTW). Da dim(t) gerade ist, folgt
det(at)) = det(¢)) und somit

det(p) = det(y)) det(ayy) = (det())* = 1.

Nun wollen wir das Vorzeichen % der Diskriminante d(¢) einer n-dimensionalen Form
o fiir die Spezialfille n = 2¥ und n = 2¥ — 1 mit & > 1 einmal genauer betrachten.
Sei zunsichst n = 2*. Dann ist

2 2

2F(2F — 1) 22k _ ok _ g2l gkl 1 mod2 fallsk=1
0 mod 2 sonst

Dies bedeutet, dass d(¢) = det(p) fiir kK > 2 gilt. Ist insbesondere ¢ dhnlich einer k-fachen
Pfisterform mit k& > 2, so folgt d(¢) = 1. Da ¢ € I?(K) liegt, folgt dies auch aus dem obigen
Satz.
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Sei nun n = 28 — 1 mit k& > 1. Dann gilt

(2" -1)(2* -2

5 — 22k—1 _ 2k _ 2k—1 + 1

0 mod2 fallsk=1
1 mod 2 sonst ’

In diesem Fall ist also d(p) = —det(¢p) fir k > 2. Sei insbesondere ¢ eine k-fache Pfisterform
mit k& > 2. Dann existiert eine Zerlegung ¢ = (1) Ly, und es gilt d(y,) = —1. Die Teilform ¢,
wird reiner Anteil von ¢ genannt. In Unterabschnitt 2.2.1 werden wir uns noch eingehender
mit den reinen Anteilen von Pfisterformen beschéftigen. A

Allgemeiner interessiert uns fiir n € N die n-te Potenz I"™(K) des Fundamentalideals.

1.2.24 Satz. Firn € N wird die n-te Potenz I'""(K) des Fundamentalideals additiv von den
n-fachen Pfisterformen erzeugt.

Beweis. Sei {(a,b)} € I(K) die Aquivalenzklasse einer beliebigen 2-dimensionalen Form iiber
K. Dann gilt

{{a,0)} = {(Lay} o {(1,-b)}.

Hieraus folgt die Behauptung fiir n = 1 und somit fiir beliebiges n nach der Definition von
Pfisterformen. O
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1.3 Die Clifford-Invariante

Nach der Diskriminante ist die Clifford-Invariante die fiir uns wichtigste Invariante quadrati-
scher Formen. Dabei sei erwéhnt, dass die Bezeichnung ,, Clifford-Invariante* keiner allgemein
anerkannten Konvention entspricht. Lam und Scharlau bezeichneten diese Invariante noch
als Witt-Invariante. Speziell in der aktuelleren Literatur iiber generische Zerfiallung ist man
jedoch zu der Bezeichnung ,, Clifford-Invariante® {ibergegangen.

Urspriinglich wurde die Clifford-Invariante als Gruppenhomomorphismus vom Wittring
W(K) in die Brauer-Wall-Gruppe BW(K) definiert. Diese Gruppe stellt eine Verallgemei-
nerung der Brauergruppe Br(K), der wir den ersten Unterabschnitt widmen werden, dar.
Wihrend die Brauergruppe aus Aquivalenzklassen von Azumaya-Algebren besteht, sind die
Elemente der Brauer-Wall-Gruppe Aquivalenzklassen von graduierten Azumaya-Algebren.
Wir wollen hier allerdings nicht den zwar eleganteren aber fiir unsere Zwecke unnotig aufwendi-
gen Weg iiber die Brauer-Wall-Gruppe und die Clifford-Algebra gehen. Stattdessen beschéfti-
gen wir uns im zweiten Unterabschnitt intensiv mit Quaternionenalgebren und erarbeiten uns
die Mittel, um mit diesen in der Brauergruppe einfach und effektiv rechnen zu kénnen. Im
letzten Unterabschnitt definieren wir die Hasse-Invariante, aus der wir mittels leichter Mo-
difikationen unsere Clifford-Invariante erhalten. Wir fithren niitzliche Rechenregeln fiir die
Clifford-Invariante ein und untersuchen schlielich, inwieweit sie sich zur Charakterisierung
quadratischer Formen eignet.

1.3.1 Die Brauergruppe

Zweck dieses Unterabschnitts ist es, eine kurze Einfithrung zur Brauergruppe Br(K) eines
Korpers K zu geben. Wir benétigen diese Grundlagen, da die Clifford-Invariante eines Ele-
ments von W(K), deren Konstruktion Ziel dieses Abschnittes ist, ein Element in Br(K) ist,
und da es hdufig notwendig sein wird, mit Produkten von Clifford-Invarianten zu rechnen.
Mehr als eine grobe Vorstellung von der Struktur der Brauergruppe wird allerdings nicht
benétigt, weshalb wir die folgenden Resultate ohne Beweis zitieren. Wichtiger fiir uns ist die
Untergruppe Br(K) C Br(K), die von allen Elementen vom Exponenten < 2 erzeugt wird.
Diese werden wir im néchsten Unterabschnitt noch genauer behandeln.

Zuniichst wiederholen wir ein paar Rechenregeln fiir das Tensorprodukt. Sei D ein Schief-
korper iiber K. Dann existieren K-Algebraisomorphismen

M,(D) = D®g M,(K) und
M (D) © My (D) = My (D) (1.8)

fiir m,n € N (siehe [Ker90, Lemma 5.7, Seite 13]).
Sei K ein Korper und A eine endlichdimensionale K-Algebra. Der Zentralisator einer
Teilmenge U C A ist definiert als

Ca(U) = {zecAl|au=urVueclU}.
Im Spezialfall U = A nennen wir Z(A) := C4(A) das Zentrum von A.

1.3.1 Definition. Sei K ein Kéorper und A eine endlichdimensionale K -Algebra.
(1) Die Algebra A heiffit K-zentral oder auch zentral, falls Z(A) = K gilt.
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(2) Wir nennen A einfach, wenn A keine echten, zweiseitigen Ideale enhdlt. Das heifst fir
jedes zweiseitige Ideal I C A gilt T = (0) oder I = A.

(8) Fine endlichdimensionale K-Algebra A heiffit Azumaya-Algebra, falls A einfach und K-
zentral ist.

Die Bezeichnung Azumaya-Algebra stammt von Bourbaki (siehe [Bou72, Chap. II, Exercise
14 for §5]). Azumaya hat 1951 in [Azub1] Algebren A iiber einem lokalen Ringen R mit
maximalem Ideal m betrachtet. Dabei war A ein freier endlich erzeugter R-Modul und 4/ eine
zentral einfache (R/m)—Algebra. Damit begriindete Azumaya die Theorie der Brauergruppen
kommutativer Ringe.

1.3.2 Beispiele. Sei K ein Korper.

(1) Fiir jedes n € N ist der Matrizenring M,, (K) eine Azumaya-Algebra {iber K (siehe [Pie82,
Lemma, Chap. 1.4, Seite 9] und [Ker90, Beispiele 5.5, Kap. I, Seite 13]).

(2) Seien a,b € K*. Dann ist die Quaternionenalgebra A = (“I’(b) eine Azumaya-Algebra. Eine

Basis von A iiber K ist gegeben durch Elemente 1, w, v und uv, wobei u? = a, v = b und
uv = —vu gilt (siche [Pie82, Lemma, Chap. 1.6, Seite 14]).

A

1.3.3 Satz. (Struktursatz von Wedderburn)
Sei A eine Azumaya-Algebra iber K. Dann existiert ein K -zentraler Schiefkorper D und ein
n € N mat
A= M,(D) 2 D®g M,(K).

Dabei ist n und bis auf Isomorphie auch D eindeutig bestimmd.
[Ker90, Theorem 2.5, Seite 5]
1.3.4 Satz. Sind A und B Azumaya-Algebren tber K, so ist auch A @k B eine Azumaya-
Algebra iiber K.
[Ker90, Satz 5.10, Seite 16]

Sei A eine Azumaya-Algebra iiber K. Wir definieren die zu A oppositionelle Azumaya-
Algebra A°P indem wir als Menge A°P := A setzen. Fiir a € A bezeichne a°? das entspre-

chende Element in A°. Die Addition in A°P bleibt dieselbe, wie die Addition in A. Nur die
Multiplikation in A°P sei umgekehrt zu der in A, dass heiflt fiir a®?,b°P € A°P gelte

a’® - bP = (ba)°?.
Offensichtlich ist A°P ebenfalls eine Azumaya-Algebra.

1.3.5 Lemma. Fir eine Azumaya-Algebra A iber K mit dimg(A) = n € N ezistiert ein
K -Algebraisomorphismus

A®K AP = Endg(A) = M,(K).

[Ker90, Satz 6.4, Seite 18]
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Nun kénnen wir eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Azumaya-Algebren iiber K
definieren: Zwei Azumaya-Algebren A, B heiflen dquivalent, falls es m,n € N und einen K-
Algebraisomorphismus

AQg Mm(K) ~ B®g M,L(K)

gibt. In diesem Fall schreiben wir A ~ B und bezeichnen mit [A] die Aquivalenzklasse von A.
Nach dem Struktursatz von Wedderburn existiert genau ein n € N und ein (bis auf Isomorphie
eindeutiger) zentraler Schiefkérper D iiber K, so dass A & D®y M, (K) gilt. Es ist also gerade
[D] = [4], und man kann zeigen, dass D bis auf Isomorphie der einzige zentrale Schiefkérper
iiber K mit D € [A] ist (siehe [Ker90, Bemerkung 6.3, Kap. I, Seite 6]). Fiir zwei Azumaya-
Algebren A, B iiber K definieren wir das Produkt der zugehérigen Aquivalenzklassen durch

[4] - [B] := [A®k B]. (1.9)
Nach dem Struktursatz von Wedderburn und der Rechenregel (1.8) ist diese Multiplikation
wohldefiniert, und man sieht leicht, dass sie kommutativ ist. Das neutrale Element dieser

Multiplikation ist die Klasse [K], und es ist [K] = [M,,(K)] fiir alle n € N. Weiterhin besagt
Lemma 1.3.5, dass zu [A] die inverse Klasse [A°P] existiert.

1.3.6 Theorem. Die Menge Br(K) aller Aquivalenzklassen von Azumaya-Algebren iber K
ist eine kommutative Gruppe bzgl. der wie in (1.9) definierten Multiplikation und wird Brau-
ergruppe genannt.

Ist A eine Azumaya-Algebra iiber K, so existiert nach dem Struktursatz von Wedderburn
1.3.3 eine Darstellung A = M, (D) mit n € N und einem zentralen Schieftkérper D iiber
K. Bekannt ist, dass dimg (D) immer ein Quadrat ist (siehe [Ker90, Korollar 6.6, Seite 19;
Abschnitt 15, Seite 41]), weshalb es moglich ist den Index

indg : Br(K) — N, [4] — (x/dimK(D) ‘ [A] = [D], D Schiefkérper iiber K) ,

von [A] iiber K zu definieren.

Abschlieflend untersuchen wir das Verhalten von Azumaya-Algebren unter Korpererwei-
terungen. Sei L eine beliebige Korpererweiterung von K und A eine Azumaya-Algebra iiber
K. Es stellt sich nun die Frage, wie sich der Index von [A ® L] gegeniiber dem Index von
[A] verhilt. Auf diese Frage gibt es eine Reihe von Antworten, die abhéngig von der Art der
Korpererweiterung L/K sind (siehe zum Beispiel [Pie82, Section 13.4]). Ist L iiber K rein
transzendent, so kann man zeigen, dass indg ([A4]) = indy([A ®k L]) gilt. Fiir den Fall, dass
L eine endliche Erweiterung von K ist, werden wir speziell das folgende Lemma benétigen.

1.3.7 Lemma. Ist L eine endliche Erweiterung von K und A eine Azumaya-Algebra iber K,
so teilt ind ([A]) das Produkt [L : K]indy([A ®k L]).
[Pie82, Proposition (v), Seite 243]

Sei A eine Azumaya-Algebra {iber einem Koérper K. Eine Korpererweiterung L von K
heifit Zerfillungskorper von A, falls [A] ® L := [A®k L] =1 in Br(L) gilt. Dass bedeutet, es

existiert ein n € N, so dass A ®x L = M, (L) gilt. Aus dem letzten Lemma ergibt sich nun
das folgende Korollar.

1.3.8 Korollar. Sei A eine Azumaya-Algebra iber K und L ein Zerfillungskorper von A mit
[L: K] < co. Dann teilt der Index indg ([A]) den Grad [L : K.
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1.3.2 Quaternionenalgebren

Quaternionenalgebren iiber K haben wir bereits in Beispiel 1.3.2 (2) eingefiihrt. In diesem
Unterabschnitt werden wir solche K-Algebren genauer untersuchen. Sei A := (%’) mit a,b €
K* eine Quaternionenalgebra iiber K. Dann ist durch 1,u,v,uv € A mit u? = a, v?> = b und
uv = —wvu eine Basis von A iiber K gegeben. Wir bezeichnen diese Basis als Standardbasis
von A. Somit existiert zu jedem Element x € A eine eindeutige Darstellung

T = A+ Aou+ A3v 4+ \guw, A, ..., € K.

Das folgende Lemma besagt nun, dass der Unterraum uK + vK + uwvK C (%’) unabhingig
von der Wahl der Elemente v und v ist. Der Beweis lisst sich leicht nachrechnen.

1.3.9 Lemma. Fir eine Quaternionenalgebra (al’(b) mit Standardbasis 1,u,v,uv gilt

uK +vK +uwwK = {:UG (ai(b)

xQGK,ng*}.

[Sch85, Lemma 11.2, Seite 75]

Wir bezeichnen den Unterraum uK +vK +uvK C (“[’(b) mit (“I’(b) o- Entsprechend existiert
a,b

eine direkte Zerlegung ( e ) =1K & (a?’b)o, und wir kénnen die natiirliche Involution

_ <a,b> (a,b) (a,b)
: — , Ty +x1— X0 — T1, o€ K, z1 € ;
K 0
a,b

K K
auf (7) definieren. Man rechnet leicht nach, dass es sich bei

N : <al,(b> — K, zv+— 27,

um eine quadratische Abbildung handelt, und dass

((C}<b>N> = (Khv)  omit v = (l—a-bab) = (~a,-D) (1.10)

gilt. Fiir z € (“’b) heifit das Element N(x) € K Norm von x. Die quadratische Form v heifit
a

K
Normform von ( I’(b). Offensichtlich ist diese Form multiplikativ. Fiir N gilt insbesondere

a,b
N(zy) = xyyT = a27yy = N(z)N(y) Vaz,ye <K>

da Ty =y ist und yy € K mit allen Elementen aus (%b) kommutiert.

1.3.10 Lemma. FEine Quaternionenalgebra (“Kb) ist genau dann ein Schiefkorper, wenn ihre

Normform v anisotrop ist.

[Sch85, Lemma 11.8, Seite 76]

Beweis. Ist v anisotrop, so folgt aus (1.10), dass zu jedem 0 # x € (‘}’(b) ein Inverses Element
a

existiert. Dieses ist gegeben durch TN (z)~!. Ist v isotrop, so enthiilt ( I’(b) Nullteiler. O
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Das néchste Theorem wird uns noch hiufig von Nutzen sein, da es besagt, dass eine
Quaternionenalgebra bereits eindeutig durch ihre Normform bestimmt ist. Der Beweis ist ein
wenig technisch aber nicht schwierig, weshalb wir ihn weglassen.

1.3.11 Theorem. Fiir a,b,c,d € K* sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) (—a,=b) = (—¢,—d)

(i) (—a,—b,ab) = (—c,—d,cd)

(i) (%) = (%)

[Sch85, Theorem 11.9, Seite 76]

Sofort ergibt sich das folgende Korollar, mit dessen Hilfe sich isotrope 3-dimensionale und
hyperbolische 4-dimensionale Formen charakterisieren lassen. Insbesondere erhalten wir die
Aussage, dass die Normform einer Quaternionenalgebra A genau dann hyperbolisch ist, wenn
[A] = 0 gilt.

1.3.12 Korollar. Fiir a,b € K* sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Die Form (—a,—b,ab) ist isotrop.

(ii) Die Pfisterform ((—a,—b)) ist hyperbolisch.

(iii) Es ist (%2) = ().

(iv) Bs gilt (%) = My(K).

[Sch85, Corollary 11.10, Seite 77; Corollary 11.14, Seite 78]

Weiterhin ergeben sich die folgenden Rechenregeln fiir Quaternionenalgebren, die sich leicht
mit Hilfe der entsprechenden Normformen iiberpriifen lassen.

1.3.13 Korollar. Seien a,b,c, o, 8 € K* beliebig. Dann gelten die Aussagen
(1) (%) = (=),

@ (%) = (%),

(3) My(K) = (%) = (%)
4) (%) = (%)

[Sch85, Corollary 11.13, Seite 78]

1%

1%

(B2 = (S5), c#0.1, und

Aussage (1) des vorherigen Korollars besagt, dass die Isometrieklasse einer Quaternionen-
algebra (aI’(b) bereits durch die Quadratklassen [a]” , [b]” € G(K) eindeutig bestimmt ist. Sind
a, B € §(K), so wollen wir zukiinftig auch die Notation (%2) erlauben.

SchlieBlich benétigen wir noch die Eigenschaft von Quaternionenalgebren, sich in Br(K)
bimultiplikativ zu verhalten.




36 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.3.14 Lemma. Fliir a,b,c € K* gilt

()= (GNG)] e [(5)]= 1G] G

[Sch85, Lemma 13.1, Seite 85]

Betrachte die Untergruppe Quat(K) C Br(K), welche von den Aquivalenzklassen aller
Quaternionenalgebren iiber K erzeugt wird. Dann folgt fiir [(%b)] € Quat(K) aus dem vor-
herigen Lemma und Korollar 1.3.13

a.b\1* _ [(eb\] _ [(LD)]

K B K I\K /]
Dies bedeutet, dass jedes Element aus Quat(K) \ {1} vom Exponenten 2 ist. Folglich gilt
Quat(K) C oBr(K), wobei

2Br(K) = {[A] € Br(K) | [A]? =1}

sei.

Hat [A] € Br(K) nun den Exponenten n, so teilt n den Index indg ([4]). Ist umgekehrt p
eine Primzahl, die indg ([4]) teilt, so teilt p auch n ([Ker90, Korollar 15.2, Seite 43, und der
folgende Absatz]). Liegt insbesondere [A] € 3Br(K), so folgt indi ([A]) = 2" mit r € Ny.

1.3.3 Die Clifford-Invariante

Zunichst definieren wir die Hasse-Invariante. Diese ist zwar invariant unter Isometrie aber
nicht unter Aquivalenz von quadratischen Formen. Durch eine leichte Modifikation, die ein
wenig kiinstlich erscheinen mag, erhalten wir aus der Hasse-Invariante die Clifford-Invariante,
welche wiederum auch invariant unter Aquivalenz von Formen ist. Um die Wohldefiniertheit
der Hasse-Invariante zeigen zu kénnen, benoétigen wir zunéichst das folgende Lemma.

1.3.15 Lemma. Seien ¢ und p zwei isometrische Formen iber K mit Diagonalgestalt. Dann
ezistiert eine Kette @y, ..., ps von Formen iber K mit Diagonalgestalt so, dass

=g = o1 = ... =2 ;=1

gilt, wobei p; und p;—1 sich firi=1,... s jeweils nur durch zwei Eintrdige unterscheiden.

[Sch85, Lemma 9.2, Seite 64]

1.3.16 Definition. Sei ¢ = (aq,...,a,) eine Form iber K. Ist n > 1, so heif$t

s(p) == H [(ai[’(ajﬂ € Br(K)

1<i<j<n

Hasse-Invariante von . Firn <1 setzen wir s(¢) := 1.

Damit die Hasse-Invariante s(¢) wohldefiniert ist, muss sie unabhéngig von der gewiihl-
ten Diagonalisierung von ¢ sein. Sei ¢ = (by,...,b,) eine weitere Diagonalisierung von ¢.
Nach Lemma 1.3.15 kénnen wir ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass (b1,...,b,) =
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(b1,ba,as3,...,a,) gilt. Witt’s Kiirzungssatz 1.1.17 liefert (aj,a2) = (b1, be). Wir erhalten
((—a1, —a2)) = ((—by, —bs)), und aus Theorem 1.3.11 folgt (24:22) = bll’(l”). Somit gilt wegen
det((al, a2>) = det((bl, b2>)

®, () = () ox @, (F) ox ®, (77)
J=3,

1<i<j<n

1%
—
S
SIS
[\V]
~
X
5 =
=y
=
—
=
|
8
~—
X
=
=
/
S
=5
N—

IR
&
7N

&
= =
N—

Folglich ist die Hasse-Invariante wohldefiniert. Durch eine dhnliche Rechnung erhalten wir die
folgende Aussage.

1.3.17 Lemma. Fiir Formen ¢ und v tiber K gilt

S0 L) = sg) - s()- [(W)] |

[Sch85, Lemma 12.6, Seite 80]

1.3.18 Lemma. Fiir eine Form ¢ dber K und b € K* gilt

n(n—1)
s() - [(Wﬂ fiir dim(p) ungerade,
s(by) =
s(p) - [(%(W))} fiir dim(p) gerade.
Beweis. Sei ¢ = (aj,...,a,) und n = dim(p) zunichst beliebig. Den trivialen Fall n < 1

schlieen wir aus. Dann gilt nach Korollar 1.3.13 und Lemma 1.3.7

ISE&([(%{)]'[(";?H-[(%?)H(%)
[T (5]

Ist n ungerade, so folgt hieraus

nn=1)
s(bg) = Kb(*}(ﬂ (),

da alle Elemente aus Quat(K) vom Exponenten 2 sind. Ist n gerade, so erhalten wir

s = [(2C)] (5] i

und aus der Bimultiplikativitdt der Elemente von Quat(K) und der Definition der Diskrimi-
nante folgt auch in diesem Fall die Behauptung. O

s(byp)
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Wie wir gezeigt haben, ist die Hasse-Invariante wohldefiniert, und dies bedeutet gleichzei-
tig, dass sie invariant unter Isometrie ist. Doch man findet leicht Beispiele dafiir, dass dquiva-
lente Formen im Allgemeinen nicht die gleiche Hasse-Invariante besitzen. Wir wollen nun an
der Hasse-Invariante leichte Modifikationen vornehmen, so dass eine Invariante entsteht, die
vertréiglich mit der Aquivalenz quadratischer Formen ist. Dies ist die Clifford-Invariante?.

1.3.19 Definition. Fiir ¢ dber K und n = dim(p) definieren wir

s() firn=1,2 (mod 8),
s@) - [(FE)] firn=3,4 (mod 8),
e s(o) - [(=5)] firn=15,6 (mod 8),
s() - [(%““’))] firn=7,8 (mod 8),

und nennen c(p) die Clifford-Invariante von .

Leicht sieht man, dass die Clifford-Invariante einer Form wohldefiniert ist, da dies auch fiir
die Hasse Invariante und die Determinante einer Form gilt.

1.3.20 Beispiele. Seien a,b € K*.

(1) Fiir ¢ 2 (a,b) mit a,b € K* ist per Definition c() = s(¢) und somit c(p) = [(%2)].

(2) Sei ¢ = ((a,b)). Dann ist c(yp) = s(p) - [(—=)] und s(yp) = [(aKb)] . [(_k"b)]. Mit Hilfe
der zur Verfiigung stehenden Rechenregeln fiir Quaternionenalgebren erhalten wir

() = a,b ' —1,—ab B —a,—b

=\ K K -\ x )]

Also ist ({a, b)) gerade die Normform des Represéntanten (7‘?{1’) der Clifford-Invariante
c(((a, b)).

(3) Sei ¢ eine 4-dimensionale Form iiber K mit d(¢) = 1. Dann existiert eine Darstellung
o = (a,b, ¢, abe) = af{ab, ac), und es gilt c(p) = c((ab, ac)) - [(%)] = [(F45)]-

A

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit Rechenregeln fiir die Clifford-Invariante, die analog
zu den Lemmata 1.3.17 und 1.3.18 sind. Der Beweis des folgenden Resultats besteht nur darin,
die einzelnen moglichen Félle direkt nachzurechnen, weshalb wir ihn hier auslassen.

1.3.21 Satz. Seien ¢ und ¢ Formen tber K.

(1) Sind dim(yp) und dim(¢)) beide gerade oder ungerade, so gilt

L) = dle)-etw) - | (LAY,

3In [Lam73] und [Sch85] wird diese Invariante noch , Witt-Invariante“ genannt. In aktuelleren Artikeln, die
sich speziell mit der generischen Zerfillung quadratischer Formen beschéftigen, ist man zu der Bezeichnung
,Clifford-Invariante“ {ibergegangen (siehe zum Beispiel [Hof95b]). Doch Scharlau weist in seinem Buch bereits
darauf hin, dass es keine allgemein anerkannte Konvention fiir die Bezeichnung dieser Invarianten gibt.
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(2) Ist dim(p) ungerade und dim(yp) gerade, so gilt

L) = cly) - clw) - | (Z1AD) ).

[Lam73, 3.13, Seite 121]
1.3.22 Satz. Sei ¢ eine Form tber K und a € K*.

(1) Ist dim(p) ungerade, so ist c(ap) = c(p).

clap) = c(p) - Kacfl{(@ﬂ :

Beweis. (1): Fiir n =1,5 (mod 8) ist nichts zu zeigen, da in diesem Fall nach Lemma 1.3.18

(2) Ist dim(y) gerade, so gilt

s(ap) = s(p) gilt. Ist n = 3 (mod 8), so erhalten wir

o = (25| < ()] (2542 <

Der Fall n =7 (mod 8) ldsst sich vollkommen analog zeigen.
(2): In diesem Fall gilt det(ap) = det(y), und somit folgt die Behauptung direkt aus
Lemma 1.3.18 und der Definition der Clifford-Invariante. O

Aus den beiden vorherigen Sétzen lésst sich das folgende Korollar herleiten.
1.3.23 Korollar. Seien ¢ und 1 Formen tber K.

(1) Sind dim(yp) und dim(vp) gerade, so gilt
c(p L) = clp) - c(d(p)d).
(2) Ist dim(p) ungerade und dim(vp) gerade, so gilt

(o) = c(p) - c(=d()p).

[Lam73, (3.15), Seite 121]

Nun stehen uns die Mittel zur Verfiigung, um zu zeigen, dass die Clifford-Invariante im
Gegensatz zur Hasse-Invariante unabhingig von der Wahl eines Reprisentaten der Aquiva-
lenzklasse einer Form ist.

1.3.24 Lemma. Fiir eine Form ¢ diber K hingt die Clifford-Invariante c(p) nur von der
Aquivalenzklasse von ¢ ab.

Beweis. Nach Korollar 1.3.23 gilt

c(pLH) = c(p) - c((~1)T™PH) = c(yp).
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Mit Hilfe von Satz 1.3.21 sieht man leicht, dass die Clifford-Invariante kein Gruppenho-
momorphismus W (K) — Br(K) ist. Sind jedoch ¢ und v Formen mit Klassen in I?(K), so
gilt nach Korollar 1.3.23 und Satz 1.2.22

clply) = c(p) - cld(p)) = clp) - c(¥).

Weiterhin ist die Clifford-Invariante nach Lemma 1.3.24 als Abbildung W (K) — Br(K') wohl-
definiert. Also ist
v E) — 2Br(K), {e}— c(p),

wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus.

1.3.25 Proposition. Es ist I3(K) C ker(y), dass heifst, es gilt Y({¢}) = 1 fiir alle {¢} €
IB(K).

Beweis. Da I*(K) additiv von 3-fachen Pfisterformen erzeugt wird und + ein Homomorphis-
mus ist, geniigt es ¢(7) fiir eine 3-fache Pfisterform 7 2 ((a, b, ¢)) zu berechnen. In diesem Fall
gilt nach Korollar 1.3.22
—b,—c\]? a,l
= = b . b - ’ ) !
A(rh) = of) = el -claere)) = [(T5)] (%))

1.

O

Alexander S. Merkurjev hat in [Mer81a] die bereits seit langem vermutete Aussage bewie-
sen, dass v sogar einen Isomorphismus

P(K)/[3(K) —— 2Br(K) (1.11)
induziert. Da (I%(K)) C Quat(K) liegt, folgt hieraus insbesondere Quat(K) = 2Br(K).

1.3.26 Theorem. (Satz von Merkurjev)
Fiir jeden Korper K gilt I*(K) = ker(7).
[Mer81a]

Zum Abschluss untersuchen wir, inwieweit sich die Clifford-Invariante zur Klassifikation
von quadratischen Formen eignet. Die Antwort hierauf ist leider recht unbefriedigend, denn
tatséchlich ist fiir beliebige Korper und beliebige Formen bisher nur folgendes bekannt:

1.3.27 Proposition. Seien ¢ und v Formen der Dimension n < 3 dber K. Dann sind ¢ und
Y genau dann isometrisch, wenn d(p) = d(¢) und c(p) = c(v) gilt.

[Lam73, Theorem 3.21, Seite 124]
Uber den Fall 4-dimensionaler Formen kénnen wir immerhin die folgende Aussage machen.

1.3.28 Proposition. Seien 7 und o zwei 2-fache Pfisterformen iber K. Dann gilt genau dann
e(1) = ¢(o), wenn T und o isometrisch sind. Insbesondere ist T genau dann hyperbolisch, wenn
e(r) =1 gilt.

Beweis. Wir hatten gesehen, dass ¢({a,b))) = [(%_b)] gilt. Entsprechend folgt aus Theorem
1.3.11 und Korollar 1.3.12 die Behauptung. O
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1.4 Diskret bewertete Korper

Diskret bewertete Korper, welche wir im ersten Unterabschnitt einfithren werden, spielen
in der Theorie der quadratischen Formen eine erhebliche Rolle. Dabei ordnet eine diskrete
Bewertung v von K jedem Element aus K eine ganze Zahl oder ein Symbol oo zu. Die Menge
aller Elemente x € K mit v(xz) > 0 bilden einen lokalen Ring O, dessen maximales Ideal m
aus den Elementen x € K mit v(z) > 0 besteht. Wir werden sehen, dass es unter bestimmten
Voraussetzungen moglich ist, jeder quadratischen Form iiber K eindeutig zwei Formen iiber
dem Restklassenkorper k = O/ zuzuordnen. Diese Formen nennen wir erste und zweite
Restklassenform.

Im zweiten Unterabschnitt betrachten wir zunéchst diskret bewertete, vollstéandige Korper
und konstruieren zu einem beliebigen diskret bewerteten Korper eine bis auf Isomorphie ein-
deutige Vervollstindigung. Wir definieren 2-henselsche Korper und stellen fest, dass jeder
diskret bewertete Korper auch 2-henselsch ist. Diese spezielle Klasse von Korpern ist insofern
besonders interessant, als dass fiir diese der Satz von Springer greift, der es erméglicht Iso-
tropie und Isometrie quadratischer Formen mit Hilfe ihrer Restklassenformen zu untersuchen.
Besonders niitzlich ist dies, wenn man niedrigdimensionale Formen betrachtet (siehe zum Bei-
spiel [HG95] oder [HLG95]). AbschlieBend beschreiben wir ein Verfahren, mit dem man zu
einem beliebigen Korper K einen diskret bewerteten, vollstéandigen Korper erhélt, so dass es
moglich wird Formen iiber K mit Hilfe des Satzes von Springer zu untersuchen.

1.4.1 Diskrete Bewertungen

1.4.1 Definition. Sei K ein Koérper. Eine diskrete Bewertung von K ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus v : K* — 7Z, der

o(@+y) > minfu(x),o(y)} (112)

fir alle x,y € K* mit x # —y erfillt. Der Korper K heifit dann diskret bewertet. Wir setzen
v auf ganz K fort, indem wir v(0) := oo setzen.

Sei K ein Korper mit diskreter Bewertung v. Dann ist
0 :={zxeK |v(x)>0}

ein Ring, da v(zxy) = v(z) + v(y) > 0 und nach Ungleichung (1.12) v(z 4+ y) > 0 fiir alle
z,y € O gilt. Ebenso sieht man leicht, dass

m = {x € K |v(z) >0}

ein Ideal in O ist. Sei € O\ m. Dann existiert ein y € K* mit xy = 1. Es folgt v(z) + v(y) =
v(1) = 0 und weiter v(y) = —v(xz) = 0. Also ist jedes Element von z € O\ m in O invertierbar.
Da m ein Ideal ist, folgt

0" = {zeK"|v(z)=0} = O\m.

Nach Lemma 1.1.1 ist O ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m.
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Da v surjektiv ist, existiert ein 7 € O mit v(7) = 1. Betrachte zu € K* das Element
u=axr @ Esist = 7@y, und es gilt

v(u) = v(z) +o(r @) = () —v(z) = 0.

Das bedeutet, dass es bei fest gewiihltem 7 € O zu jedem = € K* eine Darstellung = = 7*(®)y
mit einem eindeutig bestimmten u € O* gibt. Hieraus folgt sofort, dass m = () ein Hauptideal
ist.

1.4.2 Definition. Sei v : K — Z U {oco} eine diskrete Bewertung von K. Der wie oben
definierte lokale Ring O heifst Bewertungsring von K bzgl v. Den Korper r := O/m nennen
wir Restklassenkérper von K bzgl. v. Jedes Element m € m mit v(m) = 1 heifst Primelement
bzgl. der Bewertung v.

Es sei kurz an die natiirliche Projektion
O—kK, ar—a+m,

erinnert. Das Bild eines Element a € O bezeichnen wir mit @.

Sei ¢ eine beliebige (regulire) Form iiber einem diskret bewerteten Koérper K mit Bewer-
tung v, und sei O der Bewertungsring bzgl. v, 7 ein Primelement und m das maximale Ideal
von O. Gilt ¢ = (ay,...,a,) mit ay,...,a, € K*, so existiert fiir alle i € {1,...,n} eine
Darstellung a; = 7°(*)u; mit u; € O*. Sei k := min{v(a;), ..., v(a,)}. Ist k ungerade, so setze
| := —k + 1, andernfalls sei [ := —k. Auf jeden Fall ist [ gerade und 7' ein Quadrat in K,
weshalb ¢ = 7ty gilt. Fiir i = 1,...,n folgt nun

v(am!) = v(a;) +1 > v(a;) —k > 0.

Also liegen alle Diagonaleintriige von 7!(ay,...,a,) in O. Indem wir nun Quadrate streichen
und die Reihenfolge der Elemente angemessen abéandern, erhalten wir eine Darstellung

@ = (b, b)) L (bos1, .. ) (1.13)

mit by,...,b, € O*. Ist k der Restklassenktrper von K bzgl. v, so konnen wir der Form ¢ die
zwel Formen

O1(p) == (b1, .., bm)  und  Ba() == (Bpy1,-- -, bn)

iiber k zuordnen. Die Formen 0;(p) und 9(¢) sind bis auf Isometrie unabhingig von der
gewéhlten Diagonalisierung von ¢ und somit wohldefiniert, sobald ein festes Primelement 7
gewéhlt wurde (siehe [Sch85, Chap. 6.2]). Da alle b; € O* liegen, sind die Formen 9;(¢) und
Oa(p) regulir.

1.4.3 Definition. Zu einer Form ¢ iber K nennen wir die Formen 01(p) und 02(p) dber k
jeweils erste bzw. zweite Restklassenform von .

1.4.2 Diskret bewertete, vollstindige Korper
1.4.4 Definition. Sei K ein diskret bewerteter Korper mit Bewertung v.

(1) Fine Folge (an)nen C K heifst Cauchyfolge, falls es zu jedem z € Z ein ng € N gibt, so
dass v(ay, — am) > z fir alle n,m > ng gilt.
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(2) Wir sagen, dass eine Folge (an)nen C K konvergiert, falls es ein a € K gibt, so dass zu
jedem z € Z ein ng € N mit v(a, — a) > z fir alle n > ng existiert. In diesem Fall sagen
wir auch, dass (an)nen gegen a konvergiert und schreiben lim,, oo an = a.

(3) Eine Folge (an)nen heifft Nullfolge, falls sie gegen 0 konvergiert.
(4) Der Korper K heifit vollstandig, falls in K jede Cauchyfolge konvergiert.

(5) Eine Teilmenge U C K heifit dicht, falls es zu jedem Element b € K eine Folge (an)nen C
U mit lim,,_. o, a, = b gibt.

(6) Eine Korpererweiterung K von K heift Vervollstindigung von K, falls eine diskrete
Bewertung T von K existiert, die v fortsetzt, so dass K bzgl. T vollstindig ist.

Sei € die Menge aller Cauchyfolgen und 4" die Menge aller Nullfolgen in K. Dann ist ¢
ein Ring via gliedweiser Addition und Multiplikation. Das heifit, fiir zwei Folgen a = (ay,)nen
und b = (b, )nen aus € ist die Summe a + b und das Produkt ab jeweils durch (a, + by )nen
bzw. (an by )nen definiert. Entsprechend ist .4 ein Ideal in €.

1.4.5 Satz. Esist K := C/_y ein vollstindiger Korper, der einen zu K isomorphen Teilkérper
enthdlt. Fassen wir K als Teilkorper von K auf, so ist K eine Vervollstindigung von K.

[Jac64, Theorem 5, Seite 219]

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit 2-henselschen Kérpern. Diese Klasse von Korpern
ist insofern von besonderer Bedeutung fiir die algebraische Theorie quadratischer Formen, als
dass genau auf Formen {iber solchen Koérpern der Satz von Springer angewendet werden kann.

1.4.6 Definition. FEin diskret bewerteter Korper K mit Bewertung v, Bewertungsring O und
Restklassenkiorper k heifit 2-henselsch, falls fiir a € O*

a € K ist Quadrat —> a € 0" ist Quadrat

gilt (vergleiche [Sch85, Seite 208]).

Dies ist eine der elementarsten Definitionen des Begriffes ,,2-henselsch“. Eine urspriingli-
chere Definition findet sich zum Beispiel in [Wad83, Seite 474]. Weitere zu Definition 1.4.6 dqui-
valente Formulierungen findet man unter anderem in [Koe95]. Insbesondere sei auf die Cha-
rakterisierungen von 2-henselschen Kérpern mit Hilfe von quadratischen Formen in [Mor90)
hingewiesen.

1.4.7 Satz. Jeder diskret bewertete, vollstindige Korper K ist 2-henselsch.
[Sch85, Fact 2.3, Chap. 6, Seite 208]
Tonny A. Springer hat das nachfolgende Resultat zuerst in [Spr55, Proposition 3, Seite 358]

nur fiir anisotrope Formen bewiesen, die er definit nannte. Wir zitieren hier eine allgemeinere
Version dieser Proposition fiir 2-henselsche Kérper.

1.4.8 Theorem. (Satz von Springer)
Sei K ein 2-henselscher Korper mit Restklassenkorper k. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(1) Eine Form ¢ dber K ist genau dann isotrop, wenn mindestens eine der Formen 0i(p)
oder Os(p) isotrop ist.

(2) Zwei Formen ¢ und ¢ sind genau dann dquivalent, wenn 0;(p) und 0;(¢) fir i = 1,2
dquivalent sind.

(3) Es existiert ein Gruppenisomorphismus

(01,02) : W(K) — W (k) ® W (k).

(4) Ist jede n-dimensionale Form iiber k isotrop, so ist jede (2n — 1)-dimensionale Form iiber
K isotrop.

[Sch85, Corollary 2.6, Seite 209]

Die Aussagen (3) und (4) sind im wesentlichen direkte Folgerungen aus den Punkten (1)
und (2). Allgemeiner folgt fiir einen diskret bewerteten, vollstindigen Kérper K mit Restklas-
senkorper k, dass die Abbildungen 9; und 0o die zwei wohldefinierten Abbildungen

O W(K) — W(k) und Oy : W(K) — W(k)

definieren.
Wir wollen uns nun nadher mit einer speziellen Klasse von diskret bewerteten Korpern
beschéftigen. Betrachte den rationalen Funktionenkorper

L= K(X) = {g’ﬁgeK[X],g#O}

in einer Unbestimmten iiber einem beliebigen Koérper K (mit char(K) # 2). Sei p € K[X] ein
normiertes, irreduzibles Polynom. Da K[X] faktoriell ist (siehe [Bos03, Korollar 3, Seite 61]),
liisst sich jedes Element 0 # f € K[X] eindeutig darstellen als f = p*/u mit v(f) € Ny und
u € K[X]\ (p). Dann ist

v L —1Z, gHv(f)—v(g),

eine diskrete Bewertung von L. Wieder setzen wir v(0) = co. Offensichtlich ist p ein Primele-
ment bzgl. v. Sei nun

0 = {cheL‘pTg} = K[X]y)

die Lokalisierung von K[X] nach dem Primideal (p). Man rechnet leicht nach, dass O der
Bewertungsring von L bzgl. v ist. Sei x der Restklassenkérper von L bzgl. v. Dann kann man
zeigen, dass

k= 0/po = K[X]/(p)

gilt. Entsprechend lésst sich x als Korpererweiterung von K auffassen.

Mit L, bezeichnen wir die Vervollstandigung von L gemé&fl Satz 1.4.5. Ist x, der Restklas-
senkorper von L, bzgl. der Fortsetzung von v auf L,, so gilt &, = xk = K[X]/ (p) (siehe zum
Beispiel [Lor97, F7, Seite 66]).
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SchlieBlich sei ¢ 2 {(a1,. .., Qm,PAm+1,. - .,Pay) die Darstellung einer Form ¢ iiber L wie
in (1.13). Wir definieren fiir ¢ = 1,2 die Abbildungen
O W(L) —— W(Ly) —— W(x,)
als Verkettung von 9; mit der natiirlichen Inklusion.

Abschlieflend zitieren wir ein Theorem, das wir speziell fiir den Beweis von Theorem 4.1.10
in Unterabschnitt 4.1.2 bendtigen werden.

1.4.9 Theorem. Sei f = apy...p, € K[X]| mit a € K* und normierten, irreduziblen Poly-
nomen p; € K[X], L = K(X) und ¢ eine Form iber K. Dann liegt f € G1(pr) genau dann,
wenn a € G (pr) und ¢ @ ky, ~ 0 fir allei € {1,...,r} gilt.

[Lam73, Theorem 3.4, Chapter IX, Seite 268]
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Kapitel 2

Generische Zerfillung

2.1 Spezialisierung und Funktionenkorper

Dieser Abschnitt dient dazu, die Grundlagen fiir die Theorie der generischen Zerfiallung qua-
dratischer Formen zu schaffen. Im ersten Unterabschnitt behandeln wir zunédchst ein Thema
aus der Bewertungstheorie. Wir fithren Stellen und den Bewertungsring einer solchen ein. Die
Parallelen zum Abschnitt 1.4 sind insofern kein Zufall, als dass Stellen ebenfalls Bewertungen
sind. Wir erarbeiten uns ein Kriterium fiir die Existenz von Stellen und beweisen mit diesem
einige Fortsetzungsresultate, die wir im Laufe dieser Arbeit ben6tigen werden.

Im zweiten Unterabschnitt definieren wir den Funktionenkorper einer quadratischen Form.
Wir zeigen, dass eine nichthyperbolische, mindestens 2-dimensionale Form ¢ betrachtet als
Polynom immer irreduzibel ist, wodurch die Definition des Funktionenkorpers K(y) iiber-
haupt erst moglich wird. Schlieflich reduzieren wir den Transzendenzgrad von K(¢) um eins
und erhalten so den kleinen Funktionenkérper K (¢)s von ¢. Die Eigenschaften von K(y)
und K (p)s untersuchen wir dann im néchsten Unterabschnitt. Wir zeigen, dass der Funktio-
nenkoérper zwar invariant unter Ahnlichkeit und Isometrie ist, jedoch nicht unter Aquivalenz
quadratischer Formen. Abschliefend untersuchen wir die Struktur der Kérpererweiterungen
K(¢)/K und K(p),/K.

Der letzte Unterabschnitt fithrt schliellich die Spezialisierung quadratischer Formen ein.
Diese stellt ein Mittel dar, verschiedene Kérper anhand von quadratischen Formen unabhéngig
vom Begriff der Kérpererweiterung miteinander zu vergleichen. Weiterhin bildet dieser Unter-
abschnitt die unmittelbare Grundlage fiir die Definition von generischen Zerfillungstiirmen in
Abschnitt 2.2.

2.1.1 Stellen

Ist ¥ : K — L ein Korperhomomorphismus, so muss ¥ injektiv sein. Ansonsten gébe es ein
0 # 2 € K mit U(z) = 0, und somit wére U(1) = ﬁ nicht definiert. Also kénnen wir
K C L annehmen. Damit ist L eine Korpererweiterung von K. Fiir unsere Zwecke aber ist der
Begriff der Korpererweiterung zu eng gefasst. Zum Beispiel existieren zu einer Form ¢ iiber
K im Allgemeinen Korpererweiterungen L, M von K mit L ¢ M und L 2 M, die unter allen

Korpern F'/K mit der Eigenschaft i(pr) = i(¢r) = i(¢onr) generisch sind. Sind aber L und M

47



48 KAPITEL 2. GENERISCHE ZERFALLUNG

generisch mit dieser Eigenschaft, so darf es keinen Unterschied machen, welchen der beiden
Korper wir betrachten. Es werden also additive und multiplikative Abbildungen zwischen L
und M gesucht, die den Begriff des Kérperhomomorphismus verallgemeinern.

2.1.1 Definition. Seien M und N zwei Mengen, die jeweils mit einer Verknipfung oy bzw.
on wversehen seien. Eine Abbildung X\ : M — N heifst Morphismus, wenn fir alle x,y € M,
fiir die AM(z) oy A(y) definiert ist, auch x opr y definiert ist und

Az onmy) = Az)on Ay)
gilt.

2.1.2 Beispiel. Ein Kérperhomomorphismus ¥ : K — L ist ein Morphismus bzgl. Addition
und Multiplikation, da ¥(z) + U(y) bzw. ¥(x) - U(y) fiir alle z,y € K definiert ist. A

Wir fligen nun einem Koérper K das Symbol oo hinzu und bezeichnen die resultierende
Menge mit K> := K U{occ}. Ein Element € K heifit endlich, wenn = € K liegt. Addition
und Multiplikation von K setzen wir auf K*° fort, indem wir

T+ 00 = 0 Vaoe K™ x+# o0,

00T = T-00 = 00 Ve K®, x#0,

definieren. Die einzigen nicht erlaubten Verkniipfungen sind also 0- oo bzw. co-0 und oo + oo.
Das additive und multiplikative Invertieren lédsst sich durch

07li=00, 00 l:=0 und —o0:=00

auf ganz K fortsetzen. Beachte, dass hier im Gegensatz zu gewdhnlichen Korpern alle Ele-
mente, auch die 0, invertierbar sind.

2.1.3 Definition. Seien K, L und M Kérper.

(1) Eine Abbildung X : K — L™ mit A\(1) = 1, die ein Morphismus bzgl. Addition und
Multiplikation ist, heifit Stelle.

(2) Seien L und M Kdorpererweiterungen von K. Eine Stelle A : L™ — M heifit K-Stelle,
falls N\ = idg gilt.

Mit anderen Worten, ist A(x) + A(y) bzw. A(z) - A(y) fir z,y € K definiert, so ist auch
x + y bzw. zy definiert und es gilt

MMz +1y) = Mz) + My) bzw. Mz - y) = Mx) - My).

Da 0o + oo nicht definiert ist, gilt dies auch fiir A(oco) + A(00), und es folgt A(co) = co. Auch
0 - oo und somit A(0) - A(co) sind nicht definiert, weshalb A(0) = 0 gelten muss. Schliellich
lésst sich nun leicht zeigen, dass

Mz =Xz)™t bzw. A—z) = —\(x)

fiir alle z € K*° gilt.
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Meist reicht es Abbildungen A : K — L zu betrachten. Ist u : L — M eine weitere Stel-
le, so kann p durch oo — oo trivial auf L™ fortgesetzt werden. So kénnen wir die Verkettung
poX: K — M bilden.

Im Folgenden wollen wir zunéchst versuchen, Stellen so einfach wie moglich zu charakte-
risieren. Uns interessiert vor allem die Frage, durch welche Daten eine Stelle bereits eindeutig
bestimmt ist. Wie bereits am Anfang von Unterabschnitt 1.1.1 angekiindigt, wird sich heraus-
stellen, dass lokale Ringe hierbei eine wesentliche Rolle spielen.

2.1.4 Definition. FEin Unterring O eines Korpers K heifit Bewertungsring von K, falls
reK\O = 27'€0

qgilt.

2.1.5 Lemma. Ist O ein Bewertungsring von K, so gelten:

(1) Es ist K der Quotientenkirper von O.

(2) Der Ring O ist lokal.

Beweis. (1): Liegt x € K\ O, so folgt 7! € O, da O ein Bewertungsring ist. Und per
Definition gilt z = —L; € Quot(0). Somit ist K = Quot(0).

(2): Sei m ein maximales Ideal von O und I # (0),0 ein Ideal in O. Wir miissen nun
zeigen, dass I C m liegt. Dazu nehmen wir an, dass dies nicht gilt. Dann existiert ein a € I
mit a ¢ m. Hieraus folgt a # 0 und a ¢ b0 fiir alle b € m. Durch Multiplikation mit b~*
erhalten wir b=1a ¢ O fiir alle b € m, b # 0. Aus Definition 2.1.4 folgt dann a='b € O fiir alle
b € m. Somit liegt b € a0 fiir alle b € m. Folglich gilt m C a¢® C I und also m = I, da m ein
maximales Ideal ist. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme I ¢ m. O

2.1.6 Satz. Seien K und L Korper.

(1) Ist A : K — L eine Stelle, so ist O := {x € K | A\(z) # oo} ein Bewertungsring von K
mit mazimalem Ideal m := {x € K | A(z) = 0}. Wir nennen O auch den Bewertungsring
von .

(2) Sei umgekehrt O C K ein Bewertungsring von K mit mazimalem Ideal m, und sei A :
O — L ein Ringhomomorphismus. Dann ezistiert eine eindeutige Stelle p: K — L, die
A fortsetzt. Diese ist gegeben durch

{)\(x) firzeO
Xr = .

0 sonst

Beweis. (1): Fiir z,y € O ist A(z), A(y) # oo. Somit sind A(z)A(y) und A(z) — A(y) definiert
und endlich. Aus der Definition einer Stelle folgt A(zy) = A(z)A(y) # oo und Az —y) =
Az) — A(y) # oo. Also liegen auch zy und = — y in O. Folglich ist O ein Teilring von K. Sei
nun z € K \ O. Dann gilt A\(z) = oo und somit A(z=1) = A\(z)~! = 0. Also liegt z € O. Nach
Definition 2.1.4 ist O ein Bewertungsring von K. Wegen m = ker(\|¢) ist m ein Ideal von O.
Weiterhin gilt A(x) # 0,00 fiir € O \ m und somit A\(z~1) # 0, 00, weshalb 7! € O liegt.
Nach Lemma 1.1.1 ist m das maximale Ideal von O.
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(2): Wir zeigen zunichst, dass p tatséchlich eine Stelle ist. Nach Definition eines Ringho-
momorphismus gilt A(1) = 1. Seien x,y € K, so dass pu(x)+ p(y) definiert ist. Dann muss eines
der beiden Elemente z und y in O liegen. Liegen beide in O, so gilt u(z) + pu(y) = p(z + y),
da A = ule additiv ist. Liegt x € O und y € O, so gilt z +y ¢ O und es folgt p(x) + p(y) =
0 = p(z + ).

Seien nun z,y € K, so dass p(x)u(y) definiert ist. Liegen z,y € O, so gilt p(x)p(y) = p(zy),
da A\ = p|e auch multiplikativ ist. Ist u(z) = oo, so gilt 2= € O nach Definition 2.1.4 und
somit 71 € m nach Lemma 1.1.1. Es ist u(y) # 0, da oo - 0 nicht definiert ist. Hieraus folgt
y~! € O aus Lemma 1.1.1, falls y € O liegt, und aus Definition 2.1.4, falls y & O liegt. Wir
erhalten y =271 = (zy)~! € m und somit u(zy) = co = p(x)u(y).

Sei ' : K — L eine weitere Stelle, die A fortsetzt. Dann gilt p/(z) = p(z) fir alle z € O.
Fiir x € K \ O liegt x~! € m, weshalb y/(z) = oo = u(x) gelten muss. Es folgt p = p'. O

Wie wir in Unterabschnitt 2.1.3 sehen werden, ist der Funktionenkorper einer Form {iber
K eine endliche Erweiterung vom Grad < 2 einer rein transzendenten Erweiterung von K. Es
liegt also nahe, gerade rein transzendente und quadratische Korpererweiterungen genauer zu
untersuchen.

2.1.7 Lemma. Sei O ein Bewertungsring von K mit maximalem Ideal m. Dann existiert zu
jeder endlichen Teilmenge @ # A = {a1,...,an,} C K* ein u € K, so dass ua; € O fiir alle
ie{l,...,n} gilt und ein j € {1,...,n} mit ua; ¢ m existiert.

Beweis. Wir verfahren per Induktion nach n. Ist n = 1, so ist die Behauptung trivial. Sei
n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein ¢ € K, so dass {tas,...,ta,} C O und
ohne Einschrinkung tas & m gilt. Ist ta; € O, so sind wir fertig. Sei also ta; ¢ O. Dann ist
U= i € m, und es folgt uta; = 1 und uta; € m firi=2,...,n. O

2.1.8 Lemma. Seien K und L Korper und X\ : K — L* eine Stelle. Sind X;,...,X,
Unbestimmte tiber K und Y1, ...,Y, Unbestimmte tiber L, so kann A eindeutig zu einer Stelle
wiK(Xq,...,X,) — L(Yy,...,Y,)™® mit w(X;) =Y, fortgesetzt werden, i =1,... n.

[Sch85, Lemma 6.11, Seite 161]

Beweis. Sei O der Bewertungsring von A und m sein maximales Ideal, X = (X1,...,X,) und
Y = (Y1,...,Y,)t Definiere

P = {J;GK(X)\ 9 € 01X, g # wix]

und

n o= {;6?’ fem[X],gGO[X]\m[X]}.

Man rechnet leicht nach, dass P ein Teilring von K(X) und n ein Ideal in P ist. Sei 5 €
K(X)\ P. Dann existiert nach Lemma 2.1.7 ein Element v € K, so dass die Koeffizienten
von uf und ug sdmtlich in O liegen. Weiterhin hat mindestens eines der beiden Polynome
uf und ug einen Koeffizienten a € O \ m. Da uf,ug € O[X] und % € K(X)\ P gilt, muss
ug € m[X] liegen und a zu uf gehoren. Es folgt uf ¢ m[X] und somit % € P. Also ist P ein
Bewertungsring von K (X). Da alle Elemente aus P \ n per Konstruktion in P invertierbar

sind, ist n das maximale Ideal von P.
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Der Ringhomomorphismus A|g : O — L besitzt eine eindeutige Fortsetzung ¢ : O[X] —
LIY] mit o«(X;) =Y;,i=1,...,n. Da(g) # 0 fiir g € O[X] \ m[X] gilt, kann ¢ natiirlich und
eindeutig zu einem Ringhomomorphismus « : P — L(Y) mit n = ker(k) fortgesetzt werden.
Satz 2.1.6 (2) liefert uns die gesuchte Stelle p. O

2.1.9 Satz. Sei K ein Kérper und K(X) der rationale Funktionenkirper in einer Unbe-
stimmten X . Dann existiert zu jedem y € K eine eindeutige K-Stelle A : K(X) — K™ mit
AX) = y. Allgemeiner existiert zu jeder rein transzendenten Erweiterung L = K(X1,...,X,)
von K vom Transzendenzgrad n und beliebigen FElementen y1,...,yn € K eine eindeutige
K-Stelle p: L — K mit u(X;) = y;.

Beweis. y # oco: Wir definieren eine Abbildung
t: K[X] — K, ZaiXi — Zaiyi.
i=1 i=1

Man rechnet leicht nach, dass es sich hierbei um einen Ringhomomorphismus handelt. Dieser
ist durch die Eigenschaften ¢|x = idg und ¢(X) = y eindeutig bestimmt. Sei p der Kern von ¢
und K[X], = { I e K(X) ‘ fge KX, g¢ p} die Lokalisierung von K[X] bei p. Dann lisst

sich ¢ eindeutig zu einem Ringhomomorphismus & : K[X], — K, g — ig ;, fortsetzen.

Es ist K[X] ein Hauptidealring (siehe [Bos03, Korollar 3, Seite 45]), weshalb ein p € K[X]
mit p = (p) existiert. Sei 5 € K(X)\ K[X],. Dann muss g € p liegen. Da K[X] euklidisch
ist, konnen wir ohne Einschrankung davon ausgehen, dass eines der beiden Polynome f und g
nicht von p geteilt wird. Dies muss dann f sein, was f & p bedeutet. Somit liegt % € K[X],.
Also ist K[X], ein Bewertungsring von K (X). Satz 2.1.6 (2) liefert uns dann die gesuchte
eindeutige Stelle A als Fortsetzung von k.

y = oo: Aus dem bereits Bewiesenen folgt die Existenz einer eindeutigen K-Stelle N :
K(X) — K mit M(X) = 0. Bilden wir die Verkettung A := X’ o ¥ mit dem durch X — +
definierten K-Automorphismus ¥ von K(X), so gilt A(y) = y fir alle y € K und A(X)
N (%) = co. Somit ist A die gesuchte K-Stelle.

Der Rest der Behauptung folgt mit Hilfe vollstéindiger Induktion. O

Il >

Nehmen wir die letzten beiden Resultate zusammen, so erhalten wir das folgende Korollar.

2.1.10 Korollar. Sei A : K — L eine Stelle und y1,...,yn € L beliebig, n € Ny. Dann
existiert eine eindeutige Fortsetzung p: K(X1,...,X,) — L% von A mit u(X;) = y;.

Das folgende Resultat findet sich als Lemma 3.5 in [Kne76] ohne Beweis. Knebusch gibt
an, dass der Beweis leicht mit zwei Resultaten aus der Bewertungstheorie folgt. In Scharlaus
Buch iiber quadratische und hermitesche Formen [Sch85] findet man dieses Lemma in Kapitel
4 als Lemma 6.14. Allerdings gibt auch Scharlau nur fiir den ersten Teil des Lemmas einen
kompletten Beweis an. Der Beweis des zweiten Teils lédsst, wie Scharlau selbst bemerkt, einen
wesentlichen Fall aufler acht. Wir geben hier einen alternativen, vollstéindigen Beweis an.

2.1.11 Satz. Sei E ein Korper und K = E(a) mit ®> = a € E und o ¢ E. Weiterhin sei
A E — L eine Stelle.

(1) Ist A(a) # 0,00 und ezistiert ein 3 € L mit A(a) = (32, so kann \ eindeutig zu einer Stelle
w: K — L™ mit u(a) = B fortgesetzt werden.
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(2) Gilt Mac?®) = 0,00 fiir alle ¢ € E, so kann X eindeutig zu einer Stelle p : K — L>
fortgesetzt werden.

[Sch85, Lemma 6.14, Seite 162]

Beweis. Sei O der Bewertungsring von A und m = ker(\) sein maximales Ideal. Ferner sei L
ein algebraischer Abschluss von L. Dann existiert eine Fortsetzung p : K — L™ von A (siehe
[Bou72, Proposition 3, Chap. VI.2.4]). Wir wollen nun zeigen, dass alle Werte von y in L*°
liegen.

(1): Aus p(a) = Ma) = 3? folgt u(a) = +B. Ohne Einschriinkung kénnen wir von
() = B ausgehen, da wir ansonsten p mit dem durch o — —a definierten E-Automorphismus
von K verketten kénnen.

Fir z,y € F wollen wir pu(z + ya) € L™ zeigen. Die trivialen Fille z = 0 bzw. y = 0
schlieBen wir aus. Zunéchst sei £ € O. Dann gilt

/,L(:c+ya)zu<x (1—1—%0[)) und ,u(l-i—%a) :1—1—)\(%)6.

Ist 1+ A(%)3 # 0, so erhalten wir

wx +ya) = Az) (1—|—)\(%) ﬁ) e L. (2.1)

Fir 14+ A(%)3 =0 gilt

und somit
2p(x +ya) = u(l - %a) u(m (1 + %a)) = )\(x - y;a> € L. (2.2)

Es folgt p(x 4+ ya) € L.
Liegt £ ¢ O, so folgt ¥ € m = ker(A) aus Definition 2.1.4 und Lemma 1.1.1. In diesem Fall
gilt

p(z +ya) = u(y (z+a>> = ANy)B € L™. (2.3)

Aus den Gleichung (2.1), (2.2) und (2.3) wird deutlich, dass p bereits eindeutig durch A
und die Eigenschaft p(«) = 8 bestimmt ist.

(2): Aus der Voraussetzung folgt A(a) = 0, 00. Ohne Einschrankung kénnen wir A(a) = 0
annehmen, da wir wegen E(o) = E(1) ansonsten a durch 1 ersetzen konnten. Fiir z,y € E
miissen wir u(z + ya) € L™ zeigen'. Die Fille u(z + ya) = 0,00 € L™ sind uninteressant.
Sei also p(z +ya) =u e L. Liegen z,y € 0, so gilt u(z + ya) = M(«) € L. Setzen wir z € O
und y € O voraus, so folgt p(ya) # oo. Lige p(ya) = v € L", so wire u(ay?) = v? # 0,00
im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss pu(ya) = 0 und somit u(x + ya) = A(z) € L
gelten.

IScharlau betrachtet hier wie im Beweis des ersten Teils zunsichst den Fall, dass % € O liegt. Ist dies nicht
der Fall, so liegt, wie bereits im Beweis von Punkt (1) bemerkt, % € m. Genau diesen Fall schliefft Scharlau
allerdings aus.



2.1. SPEZIALISIERUNG UND FUNKTIONENKORPER 53

Sind z,y & O, so muss p(ay) = oo gelten, da wir u(z + ya) # 0, 00 vorausgesetzt haben.
Aus p(z +ya) = p(z(l1+ La)) = u € L" folgt p(1+ o) = 0 und somit pu(2a) = —1. Wir
erhalten

y Y
u = u(**a) Wz +ya) = u(ya - a>
x x
und weiter

y? y?
2u = p(x—l—yoz)—i—u(—ya—xa) = A(x—ma) e L*™.

Also liegt auch u € L.
Analog wie im Beweis von Teil (1) wird aus dem vorherigen deutlich, dass p durch A und
die Eigenschaft u(a) = 0 bereits eindeutig bestimmt ist. O

Abschlieflend untersuchen wir die Moglichkeit Stellen auf freie Komposita von Koérpern
fortzusetzen. Dazu bendtigen wir die folgenden Begriffe.

2.1.12 Definition. Seien L und M Koérpererweiterungen von K.

(1) Die Erweiterung L von K heifit regulir, wenn L @ x M fiir jede beliebige Erweiterung M
von K ein Integritdtsring ist.

(2) Sei L regulir iber K. Der Korper
L-xg M = Quot(L RK M)
heifst freies Kompositum von L und M diber K.

2.1.13 Lemma. Seien L,L’ regqulire und M eine beliebige Kdrpererweiterung von K, und
set A 1 L — (L") eine K-Stelle. Dann existiert eine eindeutige M-Stelle yu : L -x M —
(L' - M), die \ fortsetzt.

Beweis. Sei O der Bewertungsring von \. Betrachte den Ringhomomorphismus

1Ok M — L' g M, Y a; @b — > Mai) ®b;.
i=1 i=1
Dieser ist durch die Eigenschaften ¢(1 ® b) =1 ® 0 fiir alle b€ M und ¢(a® 1) = A(a) ® 1 fiir
alle a € O bereits eindeutig bestimmt. Sei P := (0O ® x M )yer(,) die Lokalisierung von O ®@ r M
nach ker(¢), und der Ringhomomorphismus k : P — L’ @ x M die eindeutige Fortsetzung von
¢ auf P. Wir wollen beweisen, dass P ein Bewertungsring von L -x M ist.

Zunichst zeigen wir, dass Quot(O ®x M) = L -x M gilt. Sei a ® b € (L ®x M). Liegt
a®b¢ 0@k M, sokann a ¢ O liegen, und es gilt (a®@b)™' =1 ® 1 € 0@k M, da O
ein Bewertungsring ist. Auf jeden Fall gilt also a ® b € Quot(O @ M). Es folgt L @ x M C
Quot(0 ®x M) und somit L -x M = Quot(0 @ M).

Sei z € (L-x M)\ P. Da L -, M der Quotientenkérper von O ® M ist, existiert eine
Darstellung z = % mit z,y € O ®x M. Da z ¢ P liegt, muss ¢(y) = 0 gelten. Es existieren
Darstellungen

x:zn:ai@)bi und yziq@dj
i=1 =1



54 KAPITEL 2. GENERISCHE ZERFALLUNG

so, dass die Mengen {b1,...,b,} und {d1,...,d,,} jeweils linear unabhiingig iiber K sind. Aus

n

0=y = Y Aey)®d,

Jj=1

folgt somit ¢; € m fiir alle ¢ € {1,...,m}.

Nach Lemma 2.1.7 existiert ein v € L, so dass U := {uay, ..., uan,ucy,...,ucy} C O gilt
und mindestens ein Element von U nicht in m liegt. Es muss weiterhin ¢((u ® 1)y) = 0 gelten,
= Ezggz € P liegen wiirde. Es folgt wieder uc; € m fiir alle j = 1,...,m.
Entsprechend kénnen wir ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass ua; ¢ m liegt. Wiirde
t((u® 1)x) = 0 gelten, so wiirde aus der linearen Unabhéngigkeit der b; der Widerspruch
A(uay) = 0 folgen. Also muss ¢((u® 1)x) # 0 und somit 2~ = £ € P liegen. Folglich ist P ein
Bewertungsring und Satz 2.1.6 (2) liefert uns die K-Stelle p: L - M — (L' - M)*>.

Da p eine Fortsetzung von k ist, muss p sogar eine M-Stelle sein. Es ist pu nach Satz 2.1.6
(2) als Fortsetzung von & eindeutig bestimmt. Da k als Lokalisierung von ¢ eindeutig ist und
¢t durch A eindeutig bestimmt ist, muss dies auch fiir p gelten. O

da ansonsten z

2.1.2 Der Funktionenkorper einer quadratischen Form

Es sei noch einmal daran erinnert, dass wir grundsétzlich davon ausgehen, dass jede betrach-
tete quadratisch Form regulér ist, falls nicht ausdriichlich das Gegenteil vorausgesetzt wird.

Um den Funktionenkérper einer Form definieren zu kénnen, miissen wir uns ein wenig
mit dem geometrischen Aspekt quadratischer Formen beschéftigen. Im Folgenden sei stets ¢
eine Form iiber K mit dim(¢) = n € Ny und X = (X3,...,X,)" ein Spaltenvektor in n
Unbestimmten. Um zu verdeutlichen, dass wir ¢ als Polynom iiber K betrachten, schreiben
wir p(X). Ist Ay = (ai5)ij=1,...n die assoziierte Matrix von ¢, so hat p(X) die Gestalt

Durch ¢(X) wird die algebraische Menge

Z(p(X)) = {ve K" |p(v) =0}

definiert. Dabei heifit eine Teilmenge V' C K™ algebraisch, falls V die Nullstellenmenge einer
Teilmenge von K[X] ist.

Uns interessiert der Quotientenkorper von K[X]/(,(X)). Damit dieser wohldefiniert ist,
muss K[X]/(sp(X)) ein Integrititsring sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn (p(X)) ein
Primideal ist, also genau dann, wenn (X)) irreduzibel ist. In diesem Fall ist Z(o(X)) eine
Varietét, wobei eine Varietdt eine irreduzible algebraische Menge ist. Es stellt sich also die
Frage, wann ¢(X) irreduzibel ist. Der folgende Satz, dessen Beweis von Michael Adam stammt,
beantwortet diese Frage.

2.1.14 Satz. Sei ¢ eine (reguldre) Form iiber K mit n = dim(yp) > 2. Dann ist das Polynom
©(X) irreduzibel oder es gilt ¢ = H.
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Beweis. Da p(X) = szzl a;; X; X; Grad 2 hat, muss jede nichttriviale Zerlegung ¢(X) = fg
aus Polynomen vom Grad 1 bestehen. Dabei miissen f und g homogen sein, da ¢(X) homogen
ist. Sei zum Beispiel f = >"" ; a;X; und g = E;.lzl b; X;.

Wir nehmen zunichst an, es sei n > 3 und ¢(X) reduzibel. Da durch f und ¢ lineare
Abbildungen f, g : K™ — K definiert werden, gilt fiir b, und z,y € K"

—~

p(z+y) — o) — p(y))

fl@+y)gla +y) — flz)g(x) - f(y)9(y))

(f (@) + f(W) (9(2) + 9(v)) — f(2)g(x) ~ f(y)g(y))
f@)g(y) + f(y)g(x)).

Also ist b, (z,y) = 0 fiir alle y € K", falls « € ker(f) Nker(g) liegt. Es folgt Rad(y) D ker(f)N
ker(g). Da aber dimg (ker(f)),dimg (ker(g)) > n — 1 ist, muss dimg(Rad(¢)) > n—2>1
gelten. Folglich ist ¢ nichtregulér, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

Sei nun n = 2 und ¢(X) reduzibel. Da dimg (ker(f)) > 1 gilt, existiert ein « € ker(f) mit
x # 0. Ist p reduzibel, so folgt p(z) = f(x)g(xz) = 0. Also ist ¢ isotrop und somit isometrisch
zu H. O

bsﬂ(x» Y)

—~

—~

Il
N =N =N =N
/~

2.1.15 Definition. Sei ¢ eine Form tber K mit dim(p) > 2 und ¢ % H. Dann heifst der
Quotientenkdorper von

KXV (p(x)) = KXt Xl (o((X1, ..., X))

der Funktionenkorper von ¢ und wird mit K(p) bezeichnet. Um Fallunterscheidungen zu
vermeiden, setzen wir K(p) := K, falls dim(p) <1 oder ¢ = H gilt.

Sei ¢ 2 H eine n-dimensionale Form iiber K mit n > 2. Betrachte die natiirliche Projektion
P:K[X]|— K[X]/(QD(X)) Sei z; := P(X;) fiiri = 1,...,n. Dann wird K(p) tiber K von den
Elementen x; erzeugt. Das heifit es gilt K(¢) = K(z1,...,2,), und (z1,...,2,)t € K(p)"
ist eine nichttriviale Nullstelle von g (). Wir bezeichnen diese auch als generische Nullstelle
von . Sei i € {1,...,n}. Dann ist auch (7*,..., i—’:)t eine Nullstelle von ¢ (), da

t
T Ty 1
m)(()) = K@ am)) = 0

)

gilt.

2.1.16 Definition. Sei ¢ eine Form diber K mit dim(p) > 2 und ¢ % H. Dann nennen wir
K(p)s == K(2,...,7*) den kleinen Funktionenkdrper von . Fiir den Fall, dass dim(p) <1
oder ¢ 2 H gilt, setzen wir K(¢)s := K.

2.1.3 Eigenschaften des Funktionenkorpers

Im Folgenden sei wieder ¢ eine Form iiber K mit dim(p) =n € Ng und X = (X1,...,X,,)! ein
Spaltenvektor in n Unbestimmten. Es sei P : K[X] — K[X]/(, (X)) die natiirliche Projektion
und z; := P(X;) firi =1,...,n.
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Aus der Definition des Funktionenkorpers einer Form ¢ iiber K wird sofort deutlich, dass
dieser invariant unter Ahnlichkeit ist. Das heiBt fiir alle a € K* gilt K (p) = K (ap). Es stellt
sich nun die Frage, ob der Funktionenkorper einer Form auch invariant unter Isometrie ist.

2.1.17 Satz. Seien ¢ und ¢ n-dimensionale Formen tiber K mit ¢ = ¢, n € Ng. Dann gilt
K(p) = K() und somit K(¢)s = K(1)s.

Beweis. Sei n = dim(p) = dim(¢)). Ist n < 1 oder ¢ = H, so gilt K(p) = K und es ist
nichts zu zeigen. Schliefen wir diese Félle also aus. Nach Voraussetzung existiert eine Matrix
T € GL,(K) mit ¢(v) = (Tv) fiir alle v € K". Sei K ein algebraischer Abschluss von K.
Betrachte die Varietéten

V:{vefn‘go?(v):O} und W:{vefn}z/)?(v):()}.

Da die Polynome ¢(X) und ¢(TX) auch iiber K gleich bleiben, folgt ¢ = ¢7. Die Isometrie
T ist ein Isomorphismus von Varietéiten. Somit weil man aus der algebraischen Geometrie
(siche zum Beispiel [Uen99, Proposition 1.21, Seite 19]), dass mit X = (X1,... X,,)*

KX (p(x)) = KIV] = KW] = KIX)/(5(X))
gilt. Sofort folgt die Isometrie der Quotientenkérper K (¢) und K (). O
Um iiberhaupt mit dem Funktionenkoérper einer Form ¢ arbeiten zu kénnen, miissen wir
genaueres iiber die Struktur der Korpererweiterung K(p) von K wissen. Offensichtlich ist

K (p) im Allgemeinen eine transzendente Korpererweiterung von K. Genaueres behandelt der
néchste Satz.

2.1.18 Satz. Sei ¢ eine Form diber K mit n = dim(p) > 2 und ¢ ¥ H. Dann ist K(p)
eine algebraische Erweiterung vom Grad < 2 einer rein transzendenten Erweiterung vom
Transzendenzgrad n — 1 diber K.

[Sch85, Remarks 5.2 (v), Seite 154]

Beweis. Nach Satz 2.1.17 konnen wir ohne Einschrédnkung ¢ = (ay,...,a,) annehmen. Wie
bereits festgestellt gilt

e((z1,-an)) = Y awl =0 € KIX|/(p(x)).
1=1

Durch eine einfache Umformung erhalten wir

1
) = \/_a(a2x3+...+anxg) € K(p). (2:4)
1

Zu zeigen ist nur noch, dass die Elemente xa, ..., x, in K(y) algebraisch unabhingig iiber K
sind. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es ein Polynom F € K[Xa,..., X,], F # 0, so
dass f := P(F) in K(p) identisch 0 ist. Hieraus folgt bereits, dass

0= f e KIXJ(p(x))

gilt. Es existiert also ein Polynom G € K[X] mit F = Gp(X) € K[X]. Das Polynom F ist ein
Polynom in den Unbestimmten X, ..., X,. Also muss auch G, ¢(X) € K[Xa,...,X,] gelten,
da X, in K[X] nicht invertierbar und K[X] ein Integritétsring ist. Es folgt a; = 0, und somit
ist ¢ nichtregulér. Dies aber hatten wir allgemein ausgeschlossen. O
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Offensichtlich ist K (¢) eine rein transzendente Korpererweiterung vom Grad 1 von K (p)s.
Der Erzeuger von K (y) iiber K(¢), ist z1. Da der Vektor (1, EREEEE %‘)t eine nichttriviale
T2

Nullstelle von ¢ ® K(¢)s ist, miissen die Elemente B ﬁ—? algebraisch abhéngig iiber K
sein. Aus dieser Tatsache folgt transgrad (K (p)s) < n — 2 und somit

transgrad ; (K (¢s)) = transgrad, (K(p)) —1 = n— 2.

2.1.19 Satz. Sei ¢ eine Form iber K mit n = dim(p) > 3. Dann ist K(p) genau dann eine
rein transzendente Korpererweiterung vom Grad n — 1 dber K, wenn @ isotrop ist.

[Sch85, Remarks 5.2 (vi), Seite 154]

Beweis. Der Transzendenzgrad von K (i) ist offensichtlich endlich. Ist K () rein transzendent,
so ist ¢ ® K (y) nach Korollar 1.2.3 genau dann isotrop, wenn ¢ isotrop ist. Uber K (i) hat
» ® K(p) eine generische Nullstelle, weshalb ¢ isotrop sein muss.

Sei umgekehrt ¢ isotrop. Bis auf Isometrie existiert nur eine einzige regulére, isotrope,
2-dimensionale Form iiber K, namentlich y mit x((X1, X2)*) = 2X; X5. Ohne Einschrinkung
koénnen wir annehmen, dass ¢ = xL¢’ mit einer geeigneten Form ¢’ = (a3, ..., a,) in Diago-
nalgestalt gilt. Hieraus folgt

o((x1,...,20)") = 22129 + Zaixf =0 e K[X}/(QD(X))-
Durch einfaches Umformen erhalten wir
2
50, 1 Zazx e K(p). (2.5)

Mit denselben Argumenten, die wir bereits im vorherigen Beweis genutzt haben, ldsst sich
zeigen, dass xs, ..., z, in K(p) algebraisch unabhiingig sind. Also ist K () eine rein transzen-
dente Korpererweiterung vom Grad n — 1 {iber K, und es gilt genauer

K(p) = K(xa,...,2,) & K(Xa,...,X,).
O

Als Folgerung aus diesen zwei Sdtzen erhilt man sofort die Aussage, dass der Funktio-
nenkoérper nicht invariant unter Aquivalenz von Formen ist.

2.1.20 Korollar. Seien ¢ und ¢ Formen iber K, so dass @ ~ ¢ aber ¢ 2 1) gilt. Dann ist
K(p) # K(1).

2.1.21 Beispiel. Sei ¢ eine zweidimensionale Form iiber K, die nicht isometrisch zur hyper-
bolischen Ebene ist. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass ¢ Diagonalgestalt hat.
Da der Funktionenkérper invariant unter Ahnlichkeit ist, kénnen wir zusitzlich annehmen,
dass ¢ = (1,a) mit a € K* gilt. Dann ist d(¢) = —a # 1. Aus dem Beweis von Satz 2.1.18
folgt, dass K () = K(Y)(v/d) mit einer Unbestimmten Y iiber K und d € d(¢p) gilt. Hieraus
ergibt sich K(¢)s = K(y/d(p)). Ist speziell ¢ = (1, 1) tiber R, so ist R(p)s = C. A
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Fiir den Beweis des folgenden Satzes bendtigen wir eine spezielle Charakterisierung von
regulidren Korpererweiterungen. Nach [Bos03, Satz 14, Kap. 7, Seite 319] ist eine Korperer-
weiterung L von K genau dann regulédr, wenn L separabel iber K und K in L algebraisch
abgeschlossen ist.

2.1.22 Satz. Fir eine Form ¢ dber K mit n = dim(p) > 3 ist der Funktionenkorper K (p)
requldr.

Beweis. Wir hatten gesehen, dass M := K (xa,...,x,) rein transzendent iiber K und K () =
M (z1) ist mit [K () : M] < 2. Da rein transzendente und quadratische Korpererweiterungen
grundsiitzlich separabel sind, folgt sofort die Separabilitit von K ().

Aus n > 3 folgt transgrad, (K (y)) > 2. Da M iiber K rein transzendent ist, ist K in
M algebraisch abgeschlossen. Weiterhin liegt 27 ¢ K (vergleiche (2.4) und (2.5)), weshalb K
auch in K (p) = M(z1) algebraisch abgeschlossen ist. O

2.1.4 Spezialisierung

Sei A = (a;j)i,j=1,...n € My (K) eine beliebige Matrix, n € Ny. Ist A : K — L eine Stelle, so
ist (A(@ij))sj=1,....n €ine Matrix iiber L>. Diese wollen wir der Einfachheit halber mit A(A)
bezeichnen. Fiir n = 0 verstehen wir A(A) als die leere Matrix.

2.1.23 Definition. Sei ¢ eine n-dimensionale Form dber K, n € No und A : K — L*
eine Stelle. Wir sagen, dass ¢ gute Reduktion bzgl. A\ besitzt, wenn eine zu ¢ isometrische
Form 1 mit assoziierter Matriv Ay = (aij)ij=1,..n existiert, so dass X ai;) # oo fir alle
i,j €{1,...,n} und det(\(Ay)) # 0 gilt. Andernfalls besitzt ¢ schlechte Reduktion.

Urspriinglich hat Manfred Knebusch in [Kne73, Seite 283] den Begriff der guten Reduktion
iiber den Bewertungsring O einer Stelle A : K — L°° definiert: Eine Form ¢ iiber K hat gute
Reduktion bzgl. A, wenn eine regulére Form ) iiber O existiert, so dass Y@ K =  gilt. Beachte,
dass die Form ¢ iiber O genau dann reguliir ist, wenn det(¢)) € O* liegt. Ist m = ker()) das
maximale Ideal von O, so ist O* = O\ m. Man sieht leicht, dass Knebuschs urspriingliche
Definition zu Definition 2.1.23 dquivalent ist.

Der folgende Satz wird in [MHT73, Seite 93] als Corollary 3.3 fiir Dedekindringe bewiesen.
Dieser Beweis lisst sich allerdings direkt fiir Bewertungsringe iibertragen.

2.1.24 Satz. Sei A : K — L™ eine Stelle und O der Bewertungsring von X. Dann ist der
dber die Inklusion O — K definierte Homomorphismus W (0) — W (K) injektiv.

Beweis. Sei 1) eine Form iiber O, so dass ¢ := ¥ ® K hyperbolisch ist. Wir miissen zeigen,
dass dann auch 1 bereits hyperbolisch ist. Sei U C K" der Unterraum mit U+ = U und
dimg (U) = 3dimg(V,) aus Satz 1.1.24. Dann ist N = U N O" C O" offensichtlich ein
freier O-Untermodul vom Rang rang(N) = 1 rang(R") = 3 dimg(K"). Es gilt genau dann
by(v,u) = 0 fir alle w € U, wenn v € U liegt. Ist nun n € N, so folgt by (m,n) = 0 fiir alle
m € N und also N C Nt. Aus der Bilinearitiit von b, folgt, dass ein Element v € K™ bereits
orthogonal zu U steht, wenn es orthogonal zu N steht. Also ist N = N+, und nach Satz 1.1.24

ist ¥ hyperbolisch. O
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Hieraus folgt, dass zwei iiber K isometrische Formen ¢ und ¢ mit A, Ay € M, (O) bereits
iiber O isometrisch sind. Also sind die Matrizen A(A,) und A(Ay) iiber L kongruent und somit
die zugehorigen Formen isometrisch. Insbesondere existiert nach Theorem 1.1.13 eine zu ¢ iiber
O isometrische Form in Diagonalgestalt. Dadurch wird die folgende Definition mdoglich.

2.1.25 Definition. Sei ¢ eine n-dimensionale Form tiber K mit guter Reduktion bzgl. der
Stelle A : K — L und v die zu ¢ isometrische Form aus Definition 2.1.23 mit assoziierter
Matriz Ay € M, (0). Dann nennen wir die durch A\(Ay) definierte Form dber L Spezialisierung
von ¢ bzgl. A und bezeichnen sie mit Ay (p).

Sei ¢ eine hyperbolische Form iiber K und A : K — L eine Stelle. Es gibt ein ¢ € N, so
dass ¢ = ¢ x H gilt. Aus A(1) = 1 folgt, dass ¢ und also jede hyperbolische Form iiber K gute
Reduktion beziiglich A besitzt. Die Spezialisierung einer hyperbolischen Form ist also immer
ebenfalls hyperbolisch.

2.1.26 Satz. Seien ¢, ¢ und x Formen tber K mit ¢ = ¢ 1L x. Haben ¢ und i) gute Reduktion
bzgl. einer Stelle A : K — L, so auch x, und es gilt

() = A () LA ().

[Kne73, Proposition 2.2, Seite 284]

Beweis. Sei O der Bewertungsring von A, und seien ¢’ und ¢’ Formen iiber O mit ¢’ ® K = ¢
und ¢’ @ K =4, Es ist p L (=) ~ x und also (¢ L(—=%))an = Xan. Nach Satz 2.1.24 gilt

(@,l(_¢/))an QK = (‘pJ—(_w))an

und somit
(@' L(=9"))anL(i(x) x H)) ® K = x.
Hieraus folgt sofort der Rest der Behauptung. O

Ist L eine Korpererweiterung von K und A : K — L* die zugehorige Inklusion, so hat jede
Form iiber K gute Reduktion bzgl. A. Die Abbildung A, entspricht dann der Restriktionsab-
bildung in [Sch85, Chapter 2, §5]. In diesem Fall definiert A sicherlich einen wohldefinierten
Ringhomomorphismus

A W(K) — W(L), {p} — {M(p)} = {wr}-

Den Kern von A, bezeichnen wir mit W (L/K) und nennen ihn Wittkern von L dber K. Wir
heben uns eine eingehendere Untersuchung dieses Begriffes fiir Abschnitt 3.1 auf, in welchem
wir wichtige Strukturaussagen iiber Wittkerne behandeln werden.

2.1.27 Definition. Zwei Kéorper L und M heiflen &dquivalent, falls Stellen A : L — M und
p: M — L existieren. Ublicherweise schreiben wir in diesem Fall K ~ L. Sind L und M
Korpererweiterungen von K und A\, u K-Stellen, so heiffen L und M K-aquivalent, und wir
schreiben L ~x M.

Mit den folgenden zwei Resultaten komplettieren wir schlieffilich die nttigen Grundlagen,
so dass wir uns im néchsten Abschnitt mit dem eigentlichen Thema dieser Arbeit, namentlich
der generischen Zerfallung von quadratischen Formen, beschéftigen kénnen.
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2.1.28 Proposition. Seien L und M Koérpererweiterungen von K und A : L — M eine
K-Stelle. Sei ¢ eine Form iber K, ¢ := (¢ @ L)gn und x := (¢ @ M)qn.

(1) Die Form 1 besitzt bzgl. A gute Reduktion und es gilt A (1) ~ x. Insbesondere ist \.(¥)
bis auf Isometrie unabhdngig von der Wahl von .

(2) FEs gilt i(ppn) > i(pr). Sind L und M dquivalent, so folgt i(pr) = i(par) und es ist
A () = x.

[Kne76, Proposition 3.1, Seite 68]

Beweis. (1): Esist ¢ = ¢ L(i(¢r) x H). Offensichtlich hat ¢ gute Reduktion, da A, nur
Eintrige in K hat und A eine K-Stelle ist. Wir hatten bereits gesehen, dass jede hyperbolische
Form gute Reduktion besitzt. Nach Satz 2.1.26 hat also auch ¢ gute Reduktion bzgl. A. Und
aus A\ (¢r) = o folgt A (¥) ~ x. Da A (¢)) den anisotropen Kern y hat und dies fiir jede
K-Stelle \ gilt, folgt der Rest der Behauptung.

(2): Die Spezialisierung einer hyperbolischen Form ist wieder hyperbolisch. Hieraus folgt
sofort i(par) > i(vr). O

2.1.29 Satz. Sei ¢ eine Form iber K mit n = dim(p) > 2 und ¢ % H. Ferner bezeichne
X = (Xy,...,X,)" einen Spaltenvektor in n Unbestimmten und P : K[X] — K[X]/(QD(X)) die
natiirliche Projektion. Setze x; := P(X;) fir i =1,...,n. Schlieflich sei Ay, = (aij)ij=1,...,n
und X\ : K — L* eine Stelle.

(1) Die Form ¢ stelle ein Element ¢ € K mit A(c) # 0,00 dar. Dann kann A genau dann zu
einer Stelle p : K(p) — L fortgesetzt werden, wenn entweder ¢ gute Reduktion hat und
A« () isotrop ist oder ¢ schlechte Reduktion hat.

(2) Sei AN aij) # oo fir alle i,j € {1,...,n} und det(\(A,)) # 0. Weiterhin sei y =
(Y1,--.,yn)" eine nichttriviale Nullstelle der durch N(Ay) definierten Form ¢ = A.(p)
dber L. Dann existiert eine Stelle i : K(p) — L mit u|lg = A, so dass N(x;) = y; fir
i=1,...,n gilt.

[Kne76, Theorem 3.3, Seite 69]

Beweis. (2): Sei O der Bewertungsring von A und m das maximale Ideal von O. Da ¢ gute
Reduktion besitzt, existiert eine Form p mit p = ¢, so dass A, € M,,(0) Diagonalgestalt hat.
Wir kénnen also ohne Einschrinkung annehmen, das ¢ = (a1, ..., a,) mit a; € 0* = 0\ m gilt.
Fiir i =1,...,n setze b; := A(a;). Weiterhin sei K’ = K(z3,...,z,) und ohne Einschrinkung
y1 # 0. Da K’ rein transzendent iiber K ist, wie aus dem Beweis von Satz 2.1.18 hervorgeht,
existiert nach Korollar 2.1.10 eine Fortsetzung v : K’ — L* von A mit v(z;) = y; fiir
i=2,...,n. Aus Gleichung (2.4) folgt

1
x; = —a—l(agxg 4+ a,r?).
Es gilt K'(z1) = K(¢) und aus \.(¢)(y) = ¥(y) = 0 folgt

1
Wﬁ):—a®wﬁh~+%ﬁ)=yf#0
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Liegt x; € K’, so ist v bereits die gesuchte Stelle. Andernfalls existiert nach Satz 2.1.11 (1)
eine Stelle p : K(p) — L, die v und somit A fortsetzt und p(zq1) = yp erfiillt.

(1): Wir nehmen zunéchst an ¢ besitze gute Reduktion. Falls A zu einer Stelle p : K (p) —
L= fortgesetzt werden kann, so gilt offensichtlich A, (¢) = p« (@R K (). Also ist A« (¢) isotrop.
Gehen wir davon aus, dass A.(y) isotrop ist, so folgt bereits aus Punkt (2), dass A zu einer
Stelle p : K(p) — L fortgesetzt werden kann.

Betrachten wir den Fall, dass ¢ schlechte Reduktion besitzt. Sei O der Bewertungsring
von A und m sein maximales Ideal. Nach Voraussetzung stellt ¢ ein Element ¢ € O* dar. Ist
a ¢ O, soist aa% € m. Da die Eintrédge einer Form in Diagonalgestalt nur bis auf quadratische
Faktoren interessieren, kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ¢ = {(aq, ..., a,) mit
a; € O fiir allei € {1,...,n}, a, = cund A\ a1d?) = 0, cc fiir alle d € K gilt. Letzteres kénnen
wir annehmen, da ¢ schlechte Reduktion besitzt.

Sei K' = K(xa,...,2,) und L' = K(Ya,...,Y,,) der rationale Funktionenkérper in n — 1
Unbestimmten iiber L. Nach Satz 2.1.8 lidsst sich A zu einer Stelle N : K’ — (L')*° mit
N (z;) =Y, fortsetzen. Wieder gilt

2 1 2 2
x] = ——(agx5 + -+ + apxy).
a
Wir wollen zeigen, dass M (2222) fiir alle z € K’ die Werte 0 oder co annimmt. Dann wiirde
nach Satz 2.1.11 (2) eine Stelle v : K'(x1) & K(¢) — (L')™ existieren, die X' fortsetzt. Ist
v : L' — L eine beliebige Stelle, so wiire p = yov : K(¢) — L die von uns gesuchte Stelle.

Sei z € K’', z # 0, beliebig. Dann existiert nach Lemma 2.1.7 ein d € K und Polynome
fig € Klza,...,x,] mit z = d%, so dass alle Koeffizienten von f und g in O liegen und sowohl
f als auch g jeweils mindestens einen Koeffizienten haben, der nicht in m liegt. Also sind N (f)
und M (g) endlich und nichtnull. Es folgt

N(x22%) = f(A(ag)Y'Qz+’-'+)\(an)Yn2>X(f)2/\’(g)*2 )\’(alld2>.

Da alle Faktoren bis auf den letzten endlich und nichtnull sind (beachte A(a,) = A(c) # 0, 00),
ist das Produkt auf der rechten Seite immer definiert und gleich der linken Seite. Wie oben

festgelegt ist a; *d? und somit auch N (z}22) immer 0 oder occ. O
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2.2 Generische Zerfiallungstiirme

Generische Zerfallungstiirme gehoren zu den wichtigsten Hilfsmitteln in der Theorie der gene-
rischen Zerfallung, und wahrscheinlich sogar in der gesamten algebraischen Theorie quadrati-
scher Formen. Zu beachten ist, dass sich diese Theorie nur am Rande mit Zerfallungskérpern
von quadratischen Formen beschéftigt. Dabei ist ein Zerfallungskorper einer Form ¢ iiber K
eine Korpererweiterung L von K mit dim((¢r)en) < 1. Allgemeiner werden Korpererwei-
terungen von K betrachtet, die unter allen Erweiterungen N von K, so dass i(pn) einen
bestimmten Wert annimmt, generisch sind. Da iiber solchen Korpern die Form ¢ im All-
gemeinen nicht vollstéindig zerfillt, spricht man h&ufig auch von der Theorie der partiellen
generischen Zerfallung.

Im ersten Unterabschnitt fithren wir generische Nullstellenkorper ein. Es wird sich heraus-
stellen, dass der zweite Korper innerhalb eines generischen Zerfallungsturms einer Form gerade
ein generischer Nullstellenkorper dieser Form ist. Wir untersuchen den Fall, dass eine Form
iiber dem generischen Nullstellenkorper einer Form ¢ zerfillt. Besonders interessant ist dabei
der Spezialfall, dass ¢ eine Pfisterform ist. Anschliefend fithren wir Pfisternachbarn ein, die,
wie speziell in Abschnitt 3.2 noch deutlich werden wird, eine besonders wichtige Klasse von
quadratischen Formen innerhalb der Theorie der generischen Zerfiallung darstellen. Als eine
der vielen moglichen Anwendungen dieser Theorie beweisen wir den Hauptsatz von Arason
und Pfister.

Der zweite Unterabschnitt beschéftigt sich endlich mit generischen Zerféllungstiirmen einer
Form ¢ iiber K. Wir definieren diese induktiv mit Hilfe der bereits behandelten generischen
Nullstellenkorper und zeigen, warum das Attribut , generisch” gerechtfertigt ist. Daraufhin
konstruieren wir fiir einen beliebigen Erweiterungskoérper L von K aus einem generischen
Zerfallungsturm von ¢ einen solchen fiir .

Im dritten Unterabschnitt beschreiben wir zunéchst das gesamte Zerfiallungsverhalten von
Pfisterformen und ihren reinen Anteilen. Das Ergebnis ermdoglicht uns die Definition der Leit-
form und Aussagen iiber deren mégliche Dimension. Schliellich untersuchen wir den Zusam-
menhang zwischen Diskriminante und Clifford-Invariante einer Form und ihrer Leitform. Mit
Hilfe des Begriffes der Leitform einer quadratischen Form koénnen wir dann im vierten Un-
terabschnitt den Grad einer Form definieren, was wiederum eine Filtrierung des Wittrings
durch Ideale ermdglicht, die der Filtrierung durch die Potenzen des Fundamentalideals dhnelt.
Knebusch hat in [Kne76] vermutet, dass diese beiden Filtrierungen gleich sind. Wir zitieren
hier das Resultat, durch das diese Vermutung bestéitigt wurde.

Die in diesem Abschnitt behandelten Begriffe wie ,,generischer Nullstellenkérper® und ,,ge-
nerischer Zerfallungsturm® wurden sdmtlich von Manfred Knebusch in [Kne76] und [Kne77]
eingefithrt. Mit diesen beiden Artikeln schuf Knebusch die Grundlagen fiir die Theorie der
generischen Zerfillung iiber Kérpern der Charakteristik # 2.

2.2.1 Generische Nullstellenkérper und Pfisternachbarn

Im Folgenden bezeichne X = (X7, ..., X,)! stets einen Spaltenvektor in n > 1 Unbestimmten.
Sei X' = (Xa,...,X,)%

2.2.1 Definition. Sei ¢ eine Form tber K. Eine Korpererweiterung L von K heif$t generi-
scher Nullstellenkorper von ¢, falls
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(i) die Form @y, isotrop ist und

(i) fiir jede Kéorpererweiterung M von K, so dass gy isotrop ist, eine K-Stelle A : L — M
existiert.

Sei ¢ eine Form iiber K mit dim(¢) > 2. Wir hatten gesehen, dass ¢® K (¢) eine generische
Nullstelle besitzt und also isotrop ist. Ist M eine weitere Korpererweiterung von K, so dass
@ isotrop ist, so kann die Einbettung A : K — M nach Satz 2.1.29 (i) zu einer Stelle
u: K(p) — M fortgesetzt werden. Dies bedeutet, dass K(p) tatsiichlich ein generischer
Nullstellenkérper von ¢ ist. Da K (p) eine Erweiterung von K(¢)s und diese Erweiterung rein
transzendent ist, gilt K(¢) ~x K(p)s. Also ist auch K(p)s ein generischer Nullstellenkérper
von .

Ist ¢ eine Form iiber K, so kann man die Frage nach dem Minimum

a(p) = min {transgrad (L) | L ist generischer Nullstellenkorper von ¢ }

der Transzendenzgrade aller generischen Nullstellenkorper von ¢ stellen. Ist n = dim(yp) < 1
oder ¢ = H, so ist K(¢) = K und somit a(¢) = 0. In den iibrigen Féllen wissen wir bereits,
dass a(p) < transgrad (K (¢)s) = n — 2 gilt. Eine genauere Behandlung dieser Frage findet
sich auf den Seiten 76-78 in [Kne76].

2.2.2 Definition. Wir sagen, dass eine Form ¢ iiber K zerfillt, falls dim(pq,) < 1 gilt.

Sei 7 eine Pfisterform tiber K. Ist 7 isotrop oder dim(7) = 1, so zerfillt 7 nach Theorem
1.2.15 (2) iber K. Fiir dim(7) > 2 ist 7 ® K(7) isotrop. Dies bedeutet, dass jede Pfister-
form {iiber ihrem Funktionenkorper zerfillt. Am Anfang des Unterabschnitts 2.2.3 werden wir
umgekehrt sehen, dass nur Pfisterformen und bestimmte Teilformen von Pfisterformen tiber
ihrem eigenen Funktionenkorper zerfallen.

2.2.3 Lemma. Sei ¢ = (1).L¢' eine n-dimensionale und 1 eine beliebige Form iber K,
n € N. Ist 1y, hyperbolisch, so gilt or(X)yr = p mit L = K(X).

[Sch85, Lemma 5.8, Seite 154]

Beweis. Den trivialen Fall ¢ ~ 0 schlieen wir aus. Ist n = 1 oder ¢ isotrop, so ist K(¢) = K
oder K (i) rein transzendent iiber K und nach Voraussetzung 1 hyperbolisch. Nach Theorem
1.2.15 (2) ist ¢ streng multiplikativ. Auch iiber L = K (X) bleibt ¢ hyperbolisch und streng
multiplikativ, weshalb ¢ universell ist und Dj(¢)) C Gr(¢) gilt. Es folgt, dass ¢ den
generischen Wert (7, (X) darstellt und dieser ein Ahnlichkeitsfaktor von vy, ist.

Sei nun dim(p) > 2 und ¢ anisotrop. Weiterhin sei L' = K(X'). Aus dem Beweis von Satz
2.1.18 wird deutlich, dass

K(e) = I'(V/=¢ (X))
gilt. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass i anisotrop ist, da wir ansonsten

durch 1)y, ersetzen kénnten. Die Form 1)/ ist anisotrop, da L’ rein transzendent iiber K ist.
Aber ¢k, ist hyperbolisch, weshalb nach Korollar 1.2.6 folgt, dass

wL/ = X®<17¢,(X/)>

mit einer geeigneten Form x iiber L’ gilt. Die Form (1, ¢’(X’)) reprisentiert ¢ (X). Insbe-
sondere ist (1,¢' (X)), eine Pfisterform. Aus Korollar 1.2.16 folgt, dass ¢y, (X) ein Ahnlich-
keitsfaktor von (1, ¢'(X’))z und somit auch von ¢y, ist. O
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2.2.4 Satz. Sei ¢ eine Form iber K der Dimension n € Ny und v eine nichthyperbolische
Form, fiir die ¢ @ K(p) ~ 0 gilt. Dann ist @ dhnlich einer Teilform von . Genauer gilt
abp C 9 fiir beliebiges a € Dy (¢) und b € D3 ().

[Kne76, Lemma 4.5, Seite 75]

Beweis. Aus 9 o 0 und 1 ® K(p) ~ 0 folgt, dass dim(¢) gerade und dim(yp) > 2 ist. Ferner
folgt, dass ( anisotrop sein muss. Indem wir ¢ durch ., ersetzen, kénnen wir annehmen,
dass 1 anisotrop ist und dim(y) > 2 gilt. Sei a € D3 (¢). Dann existiert eine Zerlegung
ap = (1)Ly'. Sei L = K(X). Da auch ¢ ® K(ap) ~ 0 gilt, folgt aus Lemma 2.2.3, dass
apr (X)) =g gilt. Also wird aber (X) fiir jedes b € D (¢0) von 9, dargestellt. Aus dem
Teilform-Theorem 1.2.8 folgt abp C . O

2.2.5 Satz. Sei 7 eine k-fache Pfisterform iber K mit k > 1 und ¢ eine anisotrope Form
tiber K. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es gilt ¢ ® K(1) ~ 0.
(ii) Es existiert eine Form x mit ¢ 27 ® X.
(iii) Es existiert eine Form x mit o ~ T ® X.

Gilt ¢ ® K(1) ~ 0, so kann insbesondere fir beliebiges a € D3 (¢) die Form x so gewdhlt
werden, dass ebenfalls a € D3, (x) gilt.

[Kne76, Lemma 4.4, Seite 75]

Beweis. Die Implikation (i7i) = (i) gilt, da Tx ;) zerfillt, und die Folgerung (i) = (i74) ist
trivial. Es bleibt also nur noch (i) = (i4) zu zeigen. Nach dem vorherigen Satz existiert eine
Form ¢ iiber K mit ¢ = ar Ly’ fiir beliebiges a € D3 (¢). Beachte, dass 1 € D () liegt.
Die Teilform ¢’ ist wieder anisotrop und zerfillt iiber K (7). Einfache Induktion iiber dim(¢p)
liefert uns die Behauptung. O

2.2.6 Bemerkung. In Beispiel 2.1.21 hatten wir den kleinen Funktionenkoérper einer 2-
dimensionalen Form berechnet. Da der kleine und der grofie Funktionenkorper einer Form
dquivalent sind, sieht man, dass die vorigen zwei Sétze jeweils Verallgemeinerungen des Satzes
1.2.5 und des Korollars 1.2.6 darstellen. A

Mit dem letzten Satz stehen uns nun die Mittel zur Verfiigung, zu zeigen, dass Pfisterformen
durch ihren Funktionenkorper bis auf Isometrie bereits eindeutig bestimmt sind.

Sei 7 eine Pfisterform iiber K. Dann stellt 7 die 1 dar, wie man leicht aus der Definition
1.2.14 einer Pfisterform abliest. Es existiert also eine Zerlegung 7 = (1) L7/, wobei 7/ nach
dem Kiirzungssatz 1.1.17 bis auf Isometrie eindeutig bestimmt ist. Wir nennen 7" den reinen
Anteil von 7 und bezeichnen diesen in Zukunft einfach mit 7, := 7/.

2.2.7 Theorem. Seien ¢ und v anisotrope Formen iber K mit n = dim(p) und m = dim(v)
und n,m > 2.

(1) Sind ¢ und ¢ Pfisterformen und K(p) und K () dquivalent, so gilt bereits ¢ = 1.

(2) Ist ¢ eine Pfisterform oder der reine Anteil einer solchen, und ist K(yp) isomorph zu
K (1), so sind ¢ und ¢ dhnlich.
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[Kne76, Theorem 4.2, Seite 74]

Beweis. (1): Da K(¢) und K(¢) dquivalent sind, gilt ¢ @ K(¢) ~ 0 und ¢ ® K(¢)) ~ 0.
Nach Satz 2.2.5 wird ¢ von 1 geteilt und umgekehrt. Da jedes dargestellte Element auch
Ahnlichkeitsfaktor einer Pfisterform ist, folgt die Behauptung.

(2): Sei zunéchst ¢ eine Pfisterform. Da K(p) = K () gilt, zerféllt ¢ ® K (¢). Also wird
¥ von p geteilt. Da aber transgrad ; (K (p)) = transgrad ;- (K (¢)) gilt, muss dim(p) = dim(«))
gelten. Also ist 1 dhnlich zu .

Sei nun ¢ = 7, fiir eine Pfisterform 7 iiber K. Da 7, ® K (¢) isotrop ist, muss 7 @ K ()
zerfallen. Nach Satz 2.2.4 existiert ein @ € K* und eine Form x iiber K, so dass 7 = ay Ly
gilt. Aus dim(7,) = dim(«) folgt x = (b) mit einem b € K*. Da b von 7 dargestellt wird, folgt
T 2 br & abip L (1) und somit aus dem Kiirzungssatz von Witt ¢ = 7, = aby). O

2.2.8 Definition. Fine Form ¢ iiber K heifit Pfisternachbar, falls eine Pfisterform T mit
dim(yp) > §dim(7) und ein a € K* mit ¢ C ar existiert. Wir nennen ¢ dann auch Pfi-
sternachbar von 7. Es existiert eine Form n dber K, so dass pln = at gilt. Wir bezeichnen
n als Komplement von ¢. Die ganze Zahl codim(p) := dim(n) = dim(7) — dim(yp) heifit
Kodimension von ¢.

Sei ¢ ein Pfisternachbar von 7 mit ¢ C a7 fiir ein a € K*, und sei b € D} (). Dann ist
ab € D3 (1) = Gk (1), und es gilt

~

© C ar = a’br = br.

Das heifit, dass ¢ C br fiir jedes b € D (p) gilt. Sei andererseits 1 ein Komplement von ¢
und ¢ € D} (n). Wieder liegt ac € Dy (17) = Gi(7), und es folgt

pln £ ar = a’er = cr.

Also gilt auch ¢ C cr fir alle ¢ € Dy (n).

2.2.9 Beispiel. Ist 7 eine k-fache Pfisterform mit k& > 2, so ist der reine Anteil 7, immer
auch ein Pfisternachbar von 7. A

2.2.10 Satz. Sei ¢ ein Pfisternachbar von 7. Dann gilt K(p) ~x K(T).
[Kne76, Example 4.1 (1), Seite 73]

Beweis. Ist dim(7) < 1, so ist die Behauptung trivial, da in diesem Fall K(p) = K = K(7)
gilt. Sei also dim(7) > 1, a € K* und 7 eine Form iiber K, so dass at = ¢ 19 gilt. Da o ® K ()
isotrop ist, zerféllt 7 ® K (p). Dies bedeutet, dass eine K-Stelle A : K(7) — K(¢)*° existiert.
Andererseits gilt

(pln) @ K(1) & ar @ K(1) ~ 0.

Es folgt wx(r) ~ =1k (r). Da aber dim(y) > dim(n) + 2 gilt, muss ¢ ® K(7) isotrop sein und
also eine K-Stelle p: K(p) — K(7)*° existieren. O

Aus dem eben gefiihrten Beweis kann man ablesen, dass auch der reine Anteil einer k-fachen
Pfisterform mit & > 2 iiber seinem Funktionenkorper zerfallt.

Bisher wissen wir nicht, ob die Pfisterform 7 und das Komplement 7 zu einem Pfister-
nachbar ¢ iiber K bis auf Isometrie eindeutig bestimmt sind. Streng genommen muss dies
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allerdings gelten, damit die Bezeichnungen Pfisternachbar und Komplement ohne den Bezug
auf eine Pfisterform wohldefiniert sind. Die Eindeutigkeit von 7 ist klar, wenn ¢ isotrop ist.
In diesem Fall ist 7 hyperbolisch und offensichtlich bis auf Isometrie eindeutig bestimmt. Sei
nun ¢ ein anisotroper Pfisternachbar einer weiteren Pfisterform ¢. Dann folgt aus Satz 2.2.10,
dass K(p) ~ K(7), K(¢) ~ K(o) und somit K(7) ~ K(o) gilt. Theorem 2.2.7 (1) liefert
T=o0.

Sei 7 ein Komplement von ¢ und a € K* so, dass at =2 ¢_Ln gilt. Ferner sei x eine weitere
Form tiber K und b € K*, so dass zudem b1 = ¢ Lx gilt. Ist ¢ € D} (), so muss wie bereits
beobachtet ar = cr = br gelten. Aus dem Kiirzungssatz von Witt 1.1.17 folgt n = x. Also ist
auch das Komplement eines Pfisternachbarn bis auf Isometrie eindeutig bestimmt.

Seien ¢ und 1 anisotrope Formen iiber K. Wie in der Einleitung beschrieben ist eine
der wichtigsten Fragen in der Theorie der generischen Zerfdllung, ob ¢ ® K (1)) isotrop ist
oder nicht. Wir kénnen nun eine vollstdndige Antwort auf diese Frage geben, falls ¢ ein
Pfisternachbar ist.

2.2.11 Theorem. Sei ¢ ein anisotroper Pfisternachbar der Pfisterform 7 dber K. Fir eine
anisotrope Form v ist o @ K(¢) genau dann isotrop, wenn dim(v) > 2 und 1 dhnlich einer
Teilform von T ist.

Beweis. Ist p ® K(1) isotrop, so zerfillt 7 ® K (). Hieraus folgt bereits dim(v¢) > 2, da ¢ als
anisotrop vorausgesetzt wurde. Nach Satz 2.2.4 ist ¢ &hnlich einer Teilform von 7.

Sei umgekehrt dim(y) > 2 und ¢ #hnlich einer Teilform von 7. Dann zerféllt 7 ® K (v),
es existiert also eine Stelle K (1) — K(¢)°°. Da nach Satz 2.2.10 die Funktionenkérper von 7
und ¢ dquivalent sind, existiert eine Stelle K () — K (¢)*°, und es ist ¢ ® K(¢) isotrop. O

2.2.12 Bemerkung. In allen Sitzen dieses Unterabschnitts kann der Funktionenkorper K ()
einer Form ¢ durch einen beliebigen generischen Nullstellenkérper von ¢ ersetzt werden, da
alle generischen Nullstellenkorper einer Form &quivalent sind. Dies gilt insbesondere auch fiir
Theorem 2.2.7 (1) und Theorem 2.2.11. A

Eine weitere schéne Eigenschaft eines Pfisternachbarn ¢ mit dim(yp) > 3 ist, dass die
Diskriminante des Komplements in engem Zusammenhang zur Diskriminante von ¢ steht.
Diese Tatsache wird uns noch in einigen der folgenden Beweise sehr niitzlich sein.

2.2.13 Lemma. Sei ¢ ein Pfisternachbar der Dimension n > 3, T die zugehdrige Pfisterform
und n das Komplement von ¢. Dann gilt d(¢) = (—1)"d(n).

Beweis. Sei k € N mit dim(7) = 2*. Sicherlich ist & > 2. Aus det(¢Ln) = 1 folgt det(yp) =
det(n). Weiterhin gilt

1 1
5(2k—n)(2k—n—1) = 5(22’€—n2‘€+1+n2—2’€+n)
1
= 22k_1—n2k+2k_1+§( 2 _n+2n)
-1
= %+n (mod 2).

Hieraus folgt d(n) = (—1)"d(y), also d(¢) = d(n), falls n gerade ist, und d(p) = —d(n), falls
n ungerade ist. O
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Als Anwendung der bisher erarbeiteten Ergebnisse kénnen wir nun eines der wichtigsten
Resultate in der Theorie der quadratischen Formen beweisen. Wir wissen bereits, dass die
k-te Potenz I*(K) des Fundamentalideals additiv von den k-fachen Pfisterformen erzeugt
wird (siehe Satz 1.2.24). Allerdings konnten wir bisher keine genaueren Angaben iiber die
Eigenschaften einer beliebigen Form ¢ mit Aquivalenzklasse in I* (K) machen.

2.2.14 Theorem. (Arason-Pfister-Hauptsatz)
Sei ¢ eine anisotrope Form iiber K mit dim(p) > 1. Ist {p} € I*(K), so gilt dim(p) > 2F.

[Sch85, Theorem 5.6, Seite 156]

Beweis. Da I(K) nur Klassen geradedimensionaler Formen enthélt, kénnen wir annehmen,
dass k > 1ist. Nach Satz 1.2.24 existieren anisotrope, k-fache Pfisterformen 7; und ¢; € {—1,1}
so, dass

p ~emnl...Llem

gilt. Wir verfahren per Induktion nach r. Ist r = 1, so ist nichts weiter zu zeigen. Fiir r > 1
setzen wir L = K (7y). Dann gilt
oL ~ EQ(TQ)LJ_ e J_ET(TT)L.

Ist ¢ ~ 0, so existiert nach Satz 2.2.5 eine Form v iiber K, so dass ¢ = 71 ® 91 gilt. Damit
wire dim(p) > dim(ry) = 2F. Ist ¢ # 0, so wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf
(¢L)an an und erhalten

dim(p) > dim((¢r)an) > 2%

2.2.2 Generische Zerfillungstiirme
Sei ¢ eine Form iiber K. Dann existiert eine Zerlegung
¢ = pol (io x H)

mit g = pan. Setze Ky := K. Zerfillt ¢ iiber K, so brechen wir ab. Andernfalls wihlen wir
einen generischen Nullstellenkorper K7 von ¢g und zerlegen

0o ® K1 = @11 (iy x H)

mit 1 = (o ® K1)an. Zerfillt o1, so bricht das Verfahren ab. Induktiv setzen wir fiir [ > 2
dieses Verfahren fort, indem wir einen generischen Nullstellenkérper K, von ¢,_; und eine
Zerlegung

or1 @ K, = opl (i, @ H)

mit ¢, = (pr—1 @ K} )an wihlen. Falls ¢, zerfillt, brechen wir ab. Ansonsten fahren wir mit
r + 1 fort. Auf diese Weise erhalten wir einen Korperturm

K=Ky C Ki C Koy C ... C Ky,
eine Familie von Formen ¢, und Wittindizes i,, so dass

¢ = ol (ig x H),
Or—1 K, =2 opLl(i, xH), r=1,...,h,

mit dim(pp) <1 und 4, >0 fiir r =1,..., h gilt.
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2.2.15 Definition. Sei ¢ eine Form tber K. Einen wie oben konstruierten Korperturm be-
zeichnen wir als generischen Zerfallungsturm wvon .

2.2.16 Theorem. Sei (K, |0 <r <h) ein generischer Zerfillungsturm von p, und seien
10, - ..,y die zugehorigen Wittindizes und @y, . .., @ die entsprechenden anisotropen Kerne.
Weiterhin sei A : K — L eine Stelle und p : K,, — L eine Fortsetzung von A mit
m € {0,...,h}, so dass u nicht auf K, 11 fortgesetzt werden kann, falls m < h ist.

(1) Besitzt ¢ gute Reduktion bzgl. X, so hat ¢, gute Reduktion bzgl. 1 und p.(pm,) ist der
anisotrope Kern von \.(p). Der Wittindex von A.(@) ist ig + -+ + ipm.

(2) Ist c € Dy (pm), so besitzen c(¢ ®@ Ky,) und com auf jeden Fall gute Reduktion bzgl. p
und ps(Ccom) ist anisotrop.

[Kne76, Theorem 5.1, Seite 78]

Beweis. (1): Da ¢ gute Reduktion bzgl. A\ besitzt, besitzt auch ¢ ® K,,, gute Reduktion bzgl.
w, und es gilt p. (v ® K,,) = Ai(p). Nach Satz 2.1.26 hat auch ¢,, gute Reduktion bzgl. u
und es gilt

A(p) = pa(m) L (io 4+ + i) x H.

Ist m < h, so ist p.(¢) nach Satz 2.1.29 (1) anisotrop, da p nicht auf K, fortgesetzt werden
kann. Ist m = h, so ist dim(¢,,) < 1 und p.(p.,) trivialerweise anisotrop.

(2): Die Form cg,, stellt die 1 dar. Negiert man die Aquivalenz aus Satz 2.1.29 (1), so
sieht man, dass cyp,, und somit auch c¢(p ® K,,) gute Reduktion bzgl. u besitzen und . (pm,)
anisotrop ist. O]

Aus dem eben bewiesenen Theorem und Proposition 2.1.28 folgt, dass die anisotropen
Kerne g, ..., pn und die Wittindizes ig, ..., t, im Wesentlichen eindeutig durch ¢ bestimmt
sind. Dies rechtfertigt auch das Attribut ,,generisch” in Definition 2.2.15.

2.2.17 Korollar. Seien (K, |0 <r <h) und (K| |0<r <h') generische Zerfillungstiirme
einer Form ¢ tber K mit anisotropen Kernen o, ..., on bzw. ¢y, ..., ¢, und Wittindizes
i, ... 0 bzw. i,...,4,,. Dann ist h = h' und i, =4, firr =0,...,h. Weiterhin sind die
Korper K, und K| dquivalent iber K. Bzgl. jeder K-Stelle A : K, — K/ hat die Form o,
gute Reduktion, und es gilt A.(pr) = @l

[Kne76, Corollary 5.3, Seite 79]
2.2.18 Definition. Sei ¢ eine beliebige Form dber K.

(1) Die Form @, heifit r-ter anisotroper Kern von ¢ diber K,.. Ist der Korper K, nicht von Be-
deutung, oder sind Missverstindnisse ausgeschlossen, so verwenden wir auch die Schreib-
weise ker,(¢). Den Wittindex i,(p) = i, nennen wir r-ten Wittindex von .

(2) Die natiirliche Zahl h(p) := h heifit Hohe von ¢, und jeder zu K}, iber K dquivalente
Korper wird als generischer Zerfallungskodrper von o bezeichnet.

(8) Ist h > 1, so heifit jeder zu Ky iber K dquivalente Kérper Leitkorper von .
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Es an dieser Stelle auf den Artikel [KMO03] von Nikita Karpenko und Alexander Mer-
kurjev hingewiesen. In diesem wird das Minimum der Transzendenzgrade aller generischen
Zerfillungskorper einer beliebigen, anisotropen Form ¢ iiber K genau berechnet wird. Es gilt

min {transgrad (L) | L ist generischer Zerfallungskorper von ¢ } = dim(p) —i1(p) + 1

([KM03, Theorem 4.3, Seite 370]).

2.2.19 Bemerkung. Sei ¢ eine Form iiber K, (K, |0 <r < h) ein generischer Zerfillungs-
turm von ¢. Theorem 2.2.16 besagt insbesondere, dass es zu jeder Korpererweiterung L von K
einr € {0,...,h} miti(p®L) = i(p® K,) gibt. Das bedeutet, dass jeder mogliche Wittindex,
den ¢ iiber einer beliebigen Korpererweiterung von K annehmen kann, bereits iiber einem der
Korper K, angenommen wird. A

2.2.20 Beispiel. Seien Xi,...,X,, Unbestimmte iiber K und L = K(X4,...,X,), n € N.
Betrachte die Form ¢ = (X3,...,X,,) iiber L. Sei m := L%J die grofite ganze Zahl, die kleiner
als oder gleich 4 ist. Dann ist ¢ anisotrop, und es gilt h(¢) = m und i,(¢) = 1 fiir alle
r=1,...,m.

[Kne76, Example 5.1, Seite 80] A
Beweis. Offensichtlich existieren keine Polynome hy, ..., hs € K[X1,...,X,]\ {0}, s € N, so

dass Zj‘:l X jh? = 0 gilt. Hieraus folgt, dass ¢ anisotrop iiber L ist.
Wir konstruieren einen Kérperturm

L=ILycCcLC...C L,

von algebraischen Korpererweiterungen von L, so dass i(p ® L) = r fir r = 1,...,m gilt. Da
(e ® M) < m fiir alle Kérpererweiterungen M von L erfiillt ist, folgt dann, dass tatséichlich
h(v) =mund i,.(p) =1 fir r =1,...,m gilt.

Fir r =1,...,m betrachte den Teilkorper

KT = K(Xna \/ —Xanfl, e ,X'n,72'r+2; \/_Xn72r+2Xn72T+1)

eines algebraischen Abschlusses L von L. Weiterhin sei L, die rein transzendente Kérperer-
weiterung K, (X1,...,X,_2,) in L. Man sieht leicht, dass

<)0®L'r' ~ <X17"'7Xn—27“>

gilt, und wie bereits oben argumentiert, ist (X1,..., X,—2,) anisotrop iiber L,.. Entsprechend
ist i(p ® L,) = . O

Sind K, L und M Korper so, dass L regulér iiber K und M regulér tiber L ist, so ist nach
[Bos03, Satz 11 (iii), Seite 315] auch M iiber K reguldr. Ist ¢ also eine n-dimensionale Form
iiber K, die nicht zerfiillt, so kénnen wir nach Satz 2.1.22 einen generischen Zerfallungsturm
(K, |0 <r < h) konstruieren, so dass K, fiir r =0, ..., h—1 regulir iiber K ist. Gilt i5(p) >
1 oder hat ¢ ungerade Dimension, so ist auch K} reguldr. Andernfalls kénnen wir K :=
Kp_1(vV/d) mit [d)” = d(¢) wihlen (siche Beispiel 2.1.21).

Sei L eine beliebige Korpererweiterung von K. Wir wollen nun aus (K, |0 < r < h) einen
generischen Zerfillungsturm von ¢y konstruieren. Fiir r = 0,...,h — 1 bezeichnen wir mit
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L -k K, das freie Kompositum von L und K, iiber K. Ist n ungerade oder iy(p) > 1, so
sei auch L -x Kj das freie Kompositum. Ansonsten bezeichnen wir mit L - K} den Korper
(L -x Kn_1)(v/d). Liegt in diesem Fall Vd € L, so gilt L -x K}, = L -x Kj,_1. Natiirlich ist
L. Kog=L.
Sei ¢, = ker,.(¢) fiir r = 0,...,h, und sei J C {0,...,h} die Menge aller s € {0,...,h},
so dass
@ = s ® (L ‘K Ks) (26)

anisotrop ist. Natiirlich ist h € J. Sei J = {r(0),...,r(¢)}, mit ¢ > 0 und

0 <70 <rl) <r2) < ...<r() =h

2.2.21 Satz. (1) Firalle s € {0,...,h}\J ist L-x K11 tber L-x K dquivalent zu L-g K.

(2) Die Form ¢, zerfillt genau dann, wenn L -k Ky, dber L dquivalent zu L ist. In diesem
Fall ist t = 0.

(8) Nehmen wir an, dass @y, nicht zerfillt, so ist
L C L-g K,.(l) C Lk KT'(Q) C ...C Lk K,.(t)

ein generischer Zerfillungsturm von ¢y,.

[Kne76, Proposition 5.13, Seite 85]

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass fiir s € {0,...,h—1} der Korper L-x K41 ein generischer
Nullstellenkérper von ; ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn L g Ks11 und L g K(ps) =
(L -k K)(ps) iiber L -k K dquivalent sind. Tatséchlich existiert eine K-Stelle A von Ky
nach Ks(ps). Da A auch eine K-Stelle ist, kann A nach Lemma 2.1.13 zu einer L-Stelle y :
L g Kqi1 — Lk Ks(ps) fortgesetzt werden. Wir sehen sofort, dass p eine (L -x Ky)-Stelle
ist, denn A ist eine K -Stelle. Da K11 und K,(ps) sogar K-dquivalent sind, erhilt man auf
analoge Weise eine (L -x K)-Stelle von L - K¢ (¢)s nach L - Kg11. Folglich ist L g K1
ein generischer Nullstellenkérper von .

Liegt s nicht in J, so ist g isotrop. Somit sind (L -k K,)(@s) und L-x K, dquivalent iiber
L g K. Nach dem eben Bewiesenen folgt Behauptung (1), also die (L - K )-Aquivalenz von
L ‘K K3+1 und L ‘K KS.

Zerféllt o, dann ist J = {h} und ¢t = 0. Aus (1) folgt per Induktion, dass L -x K}, iiber L
dquivalent zu L i Ko = L ist. Gilt andererseits L-x K, ~1, L, so zerfillt ¢, da o @ (L -k Kj)
zerfillt. Somit wére auch Behauptung (2) bewiesen.

Wir nehmen an, ¢y, zerfillt nicht. Nach (1) und (2) ist dann ¢ > 1. Mit F; bezeichnen
wir fiir s € {0,...,t} den Kérper L -x K,(5). Sei ¢, der anisotrope Kern von ¢ ® F, und
X = (¢ ® L)an. Aus dem bisher Bewiesenen folgt, dass L -k Ky(s41 fiir s = 0,...,t —1 ein
generischer Nullstellenkdrper von ) ist. Aulerdem ist Fyy; iiber L -x K, (541 dquivalent zu
L -k K,(s)+1, und somit sind die beiden Korper Fi-fquivalent. Also ist Fyy1 ein generischer
Nullstellenkérper von ) fiir s € {0,...,# — 1}. Damit ist (Fs |0 < s <t) ein generischer
Zerfallungsturm von 1 iiber Fj.

Zu zeigen ist noch, dass Fj ein generischer Nullstellenkorper von y ist. Nach (1) gilt
Fy ~; L und somit 9y = x ® Fy. Da Fj ein generischer Nullstellenkorper von g ist, ist F}
dies auch fiir ¥ ® Fy. Sei L’ eine beliebige Korpererweiterung von L, so dass xy ® L’ isotrop
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ist. Die Kérper Fy und L sind iiber L dquivalent, und es gilt L C L’. Folglich existiert eine
L-Stelle X : Fy — (L')*°. Es ist x ® L’ isotrop, und x hat als Form iiber L natiirlich gute
Reduktion bzgl. A. Also lisst sich A nach Theorem 2.1.29 (1) zu einer Stelle von Fj nach (L)
fortsetzen. O

2.2.3 Die Leitform
2.2.22 Theorem. Sei ¢ eine n-dimensionale, anisotrope Form tber K, n € Ny.

(1) Istn gerade, so hat ¢ genau dann Héhe 1, wenn ¢ dhnlich einer k-fachen Pfisterform mit
k>1 ist.

(2) Falls n ungerade ist, hat ¢ genau dann Hohe 1, wenn ¢ dhnlich dem reinen Anteil einer
k-fachen Pfisterform mit k > 2 ist.

[Kne76, Theorem 5.8, Seite 81]

Beweis. Wir wissen bereits, dass anisotrope k-fache Pfisterformen mit £ > 1 und der reine
Anteil anisotroper k-facher Pfisterformen mit & > 2 iiber ihrem Funktionenkorper zerfallen
und somit Hohe 1 haben.

Umgekehrt sei ¢ eine anisotrope Form mit h(¢) = 1. Insbesondere folgt dann dim(p) > 2.
Sei n zunéchst gerade. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass ¢ die 1 darstellt,
also p =2 (1) Ly’ gilt. Sei X = (X1,...,X,,)" und K(X) der rationale Funktionenkérper in n
Unbestimmten. Da nach Voraussetzung ¢ ® K(¢) hyperbolisch ist, gilt ¢ (X)er = ¢r, nach
Lemma 2.2.3. Also ist ¢ streng multiplikativ und somit eine Pfisterform.

Sei nun n ungerade und n > 1. Indem wir ¢ durch eine geeignete dhnliche Form ersetzen
kénnen wir annehmen, dass d(¢) = 1 gilt. Nehmen wir an, ¢ stellt die 1 dar. Dann existiert
eine Zerlegung ¢ = (1) Ly'. Da ¢ Hohe 1 hat und d(¢ ® K(¢)) = 1 ist, muss ¢ @ K(p) ~ (1)
gelten. So folgt ¢’ ® K(¢) ~ 0. Nach Satz 2.2.4 ist ¢ dhnlich einer Teilform von ¢’, was aus
Dimensionsgriinden unméglich ist. Also ist 1 € Dg(¢) und somit 7 := (1) L (—¢) nach Lemma
1.2.9 anisotrop.

Sei L eine beliebige Korpererweiterung von K. Es ist h(pr) < h(p). Ist ¢, anisotrop, so
folgt aus dim(y) > 1, dass h(er) > 0 und somit h(pr) =1 gilt. Indem wir das Obige auf ¢,
anstatt auf ¢ anwenden, sehen wir, dass 77, anisotrop ist. Ist ¢, isotrop, so folgt wr ~ (1)
und somit 77, ~ 0. Also ist 77, fiir jede Korpererweiterung L von K entweder anisotrop oder
hyperbolisch. Es folgt h(7) = 1. Da 7 die 1 darstellt ist 7 nach (1) eine Pfisterform. O

Sei ¢ eine Form iiber K, die nicht zerfillt. Sei L ein Leitkoérper und h die Hohe von (. Dann
hat der (h — 1)-te anisotrope Kern ¢ von ¢ iiber L die Hohe 1, weshalb wie eben bewiesen 1
dhnlich einer Pfisterform oder dhnlich dem reinen Anteil einer Pfisterform {iber L sein muss.
Diese Pfisterform bezeichnen wir mit 7. Ist n = dim(p) gerade, so gilt

T ay

fir jedes a € D3 (¢) (vergleiche mit dem Absatz nach Definition 2.2.8). Ist n ungerade, so
existiert ein a € L* mit 7 2 (1) Lay). Nach Lemma 2.2.13 ist d(atp) = d(¢) [a]” = —1. Hieraus
folgt
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mit [d]” = d(e).
2.2.23 Definition. Wir nennen 7 die Leitform von ¢.

Sei L' ein weiterer Leitkorper von ¢ und 7 die Leitform von ¢ iiber L’. Dann sind L und
L' iiber K #quivalent, dass heifit es existieren K-Stellen A : L — (L/)* und X : L' — L*°.
Aus Proposition 2.1.28 folgt, dass 7 bzgl. A und 7’ bzgl. X’ gute Reduktion besitzen, und dass
A(7) 2 7 bzw. N (77) = 7 gilt. Also ist die Leitform im Wesentlichen eindeutig durch ¢
bestimmt.

Mit Hilfe des Begriffes der Leitform ergibt sich nun aus Satz 2.2.21 unmittelbar das folgende
Korollar.

2.2.24 Korollar. Sei ¢ eine Form iber K, (K, |0 <r < h) ein generischer Zerillungsturm
von @ und L eine Kdorpererweiterung von K, so dass ¢, nicht zerfallt. Die Leitform von ¢y, sei
eine m-fache Pfisterform, m € N. Schliefilich seir € {0, ..., h} mazimal, so dass pQ(L-x K)
nicht zerfdllt. Dann ist dim(ker,(p)) = 2™, falls dim(p) gerade ist. Ist dim(p) ungerade, so
gilt dim(ker, (¢)) = 2™ — 1.

[Kne76, Corollary 5.15, Seite 86]

Als néchstes untersuchen wir den Zusammenhang zwischen der Leitform 7 einer Form ¢
und der Diskriminante und der Clifford-Invariante von ¢.

2.2.25 Satz. Sei ¢ eine Form tber K mit n = dim(ga,) > 1, L der Leitkorper und T iber L
die Leitform von .

(1) Ist n gerade, d(¢) = 1 und c(p) = 1, oder ist n ungerade und c(p) = 1, so ist T eine
k-fache Pfisterform mit k > 3.

(2) Ist n gerade und d(p) # 1, so gilt

T = (1,—d(p)) ® L.

(3) Ist n gerade, d(p) = 1 und c(p) # 1, oder ist n ungerade und c(p) # 1, so ist T eine
2-fache Pfisterform. Ist T = {(b,c)) mit b,c € L*, so gilt

()L = Kb’Lc)] .

Beweis. Sei (K, |0 <r < h) der generische Zerfallungsturm von ¢ mit

[Kne'76, Proposition 5.10, Seite 82]

KO = Ka Yo = Pany Kr == Kr—l((Pr—l) und Pr = (Sﬁr—l ® Kr)anv r= 17 RS h.

Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass L = K}, gilt.
Sei n ungerade und ¥ := @p_1. Da ¢ nicht zerfallt, muss n > 3 gelten. Dann ist 7 =
(1) L(—d)y mit [d]° = d(p). Es gilt dim(7) > 22 und somit d(r) = 1 nach Beispiel 1.2.23.

Nach Lemma 2.2.13 gilt d(—d) = —1, und aus den Sétzen 1.3.21 (1) und 1.3.22 (1) folgt nun
o(r) = elfa)) - ol=a0) - | (HEEEN ). @y o 1) (2] = ety o
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(1): Ist n gerade, so gilt 7 = at) mit einem a € K*. Aus Satz 1.3.22 (2) und d(¢) =

d(pr) = 1 folgt dann
o(r) = e(®)- [(‘;@)} o) = 1L

In jedem Fall gilt also d(7) = 1 und ¢(7) = 1. Nach Satz 1.2.22 und Proposition 1.3.25 liegt 7
in I3(K). Es folgt dim(7) > 23.

(2): Sei r € {0,...,h} maximal mit d(p)(K?)? # 1. Sofort sehen wir, dass r < h — 1
gelten muss, da n gerade ist. Wir nehmen dim(y,) > 2 an. Dann ist K, in K, algebraisch
abgeschlossen. Dies allerdings steht im Widerspruch zu d(¢)(K;, ;)? = 1, weshalb r = h — 1
und dim(¢)) = 2 gelten muss. Aus Lemma 1.1.16 folgt die Ahnlichkeit von ¢ und (1, —d(¢))®L.

(8): Nach Voraussetzung gilt ¢(¢) # 1. Seir € {0, ..., h} maximal mit ¢(¢)QK, = c(¢,) #
1. Sicherlich ist » < h — 1. Dann existiert ein Schiefkérper D iiber K, mit indg, ([D]) > 1 und
c(pr) = [D]. Uber K,.(¢,) zerfillt D, und K, (p,) hat die Form E(y/—a), wobei E eine rein
transzendente Korpererweiterung von K, ist und a € E* \E*2 liegt. Da E rein transzendent
iiber K, ist, muss indg([D @k, E]) = indk, ([D]) gelten. Es ist F(y/—a) ein Zerfillungskirper
von D und nach Korollar 1.3.8 teilt der Index indg([D ®k, F]) den Grad [E(y/—a) : E] = 2.
Also muss dimg(D ®k, F) = dimg, (D) = 4 gelten. Folglich ist D = (%) mit b,c € K},
und die Pfisterform o := ((b, ¢)) hat nach Beispiel 1.3.20 (2) die Clifford-Invariante [D]. Aus
Proposition 1.3.28 folgt 0 ® K.(¢,) ~ 0. Somit muss ¢, nach Satz 2.2.4 &hnlich einer Teilform
von o sein. Ist dim(y) ungerade, so folgt

4 = dim(o) > dim(¢,) > dim(ep-1) > 3

und also dim(p,.) = 3. Ist n gerade, so ist ¢, 1 &hnlich der Leitform 7 und nach Voraussetzung
gilt d(pp—1) = 1. Da aber 2-dimensionale Pfisterformen die Diskriminante —1 haben, muss

4 = dim(o) > dim(e,) > dim(op-—1) >4

gelten. Es folgt r =h — 1, 7 = ¢ = ((b,c)) und ¢(p) ® L = c(pn_1) = [(2=9)]. O

2.2.4 Der Grad einer quadratischen Form

Sei ¢ eine nichthyperbolische Form iiber K. Wir definieren
mad(y) = min{dim((¢r)an) > 0 | L ist eine beliebige Korpererweiterung von K } .

Aus den bisherigen Beobachtungen folgt sofort, dass mad(y) immer eine 2er-Potenz 2¢ mit
d € Ny ist. Dabei ist genau dann d = 0, wenn dim(p) ungerade ist. Sei dim(y) gerade. Dann
ist die Leitform von ¢ eine d-fache Pfisterform. Ist umgekehrt die Leitform von ¢ eine d-fache
Pfisterform, so ist mad(p) = 2.

2.2.26 Definition. Sei ¢ eine nichthyperbolische Form iiber K. Dann ist mad(¢) = 2¢ mit
d € Ng. Wir nennen deg(y) := d den Grad von p. Ist ¢ ~ 0, so setzen wir deg(p) = co.

Insbesondere hat eine anisotrope, k-fache Pfisterform 7 immer Grad deg(r) = k. Deshalb
wollen wir in Zukunft fiir eine Pfisterform 7 abkiirzend auch die Schreibweise deg(7) = k
verwenden, um deutlich zu machen, dass 7 eine anisotrope, k-fache Pfisterform ist.
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Nach Definition eines generischen Zerfallungsturms hiangt der Grad einer Form offensicht-
lich nur von ihrer Aquivalenzklasse ab. Die Abbildung

deg: W(K) — No U {oo}, {p} r— deg(e),
ist also wohldefiniert. Fiir jedes k € Ny definieren wir die Menge

Ji(K) = {{p} € W(K) |deg({¢}) > k}.

Sicherlich ist Jo(K) = W(K), und wie bereits bemerkt, haben nur die Klassen ungeradedimen-
sionaler Formen den Grad 0. Also gilt J;(K) = I(K). Wir wollen nun zeigen, dass J;(K) fiir
jedes k € Ny ein Ideal von W (K) ist. Als Vorbereitung benétigen wir zunéchst den folgenden
Satz.

2.2.27 Satz. Sei ¢ eine Form tber K und L der Leitkdrper von ¢. Existiert eine Darstellung
© ~ at Ly mit einer anisotropen, k-fachen Pfisterform 7, k > 1, a € K* und deg(¢) > k+1,
so gelten:

(1) Die Leitform von ¢ tber L ist r.

(2) Gilt sogar deg(v)) > k + 2, so ist (a7)r, = (OL)an-

[Kne76, Theorem 6.3, Seite 88]

Beweis. In Teil (a) dieses Beweises zeigen wir zunéchst, dass ¢ tatsdchlich Grad k hat, und
im zweiten Teil (b) beweisen wir die Behauptungen (1) und (2). Beachte, dass dim(v) gerade
ist, da nach Voraussetzung deg(¢) > 0 gilt.

(a): Zerfallt 1, so ist ¢ ~ a7 und die Behauptungen somit trivial, weshalb wir ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass ¢ nicht zerfillt. Sei (E; |0 <14 < e) ein generischer Zerfillungs-
turm von 1. Wir nehmen an, dass 7 ® F,. zerfillt. Sei s € {0,...,e — 1} maximal mit der
Eigenschaft, dass 7 ® E; anisotrop ist. Dann gilt 7® E(kers(¢)) ~ 0. Nach Satz 2.2.4 existiert
ein b € Ef mit bkers(¢)) C 7 ® Es. Da E._; eine (unter Umsténden triviale) Korpererweite-
rung von F ist, folgt hieraus deg(y)) = deg(kers(¢))) < k, ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Also muss 7 ® E anisotrop sein. Damit hat ¢ ® E. den anisotropen Kern (a7) ® E., und es
gilt deg(yp) < k.

Angenommen, ¢ habe Grad m < k. Sei (K, |0 < j < h) ein generischer Zerfallungsturm
von . Es gelte kerj,_1(¢) = bo mit b € K;_; und einer m-fachen Pfisterform o tiber Kj_;.
Dann erhalten wir

YR Kp_1 ~ bO’L(—a)(T & Kh—l)-

Die Form auf der rechten Seite hat Dimension 2™ + 2F < 2k+1 < 9deg(¥) Nach Definition des
Grads muss 1 ® Kj,_1 hyperbolisch sein. Es folgt bo ~ a(7 ® Kj,—1). Da dim(7) > dim(o) gilt,
zerfillt 7 ® Kj_1 und somit auch o. Dies ist ein Widerspruch zur Anisotropie von o. Es folgt
deg(y) = k.

(b): Esgilt Yy @ Kp, ~ (—a7)® Kp. Da nach Voraussetzung deg (1)) > k ist, folgt Y@ Kj, ~ 0
und 7 ® Kp, ~ 0. Sei s € {0,...,h — 1} maximal, so dass 7 ® K anisotrop ist. Wie in Teil (a)
folgt aus Satz 2.2.4, dass ein ¢ € K¥ mit ckers(¢) C 7 ® K. Da ¢ Grad k hat, folgt s = h—1
und kerp—1(¢) 2 ¢(1 ® Kp—1). Also ist 7 ® Kj,—1 die Leitform von ¢.
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Weiterhin gilt
w QR Kp_q1 ~ ((pJ_(—a,T)) QR Kp_q1 ~ <C7 —a> X (7’ ® Kh—l)-

Ist deg() > k+ 2, so folgt aus dim((c, —a) ® (1 ® Kj,—1)) = k+ 1, dass ¢ ® K1 ~ 0 gelten
muss. Dies bedeutet ker,_1(¢) & a(r @ Kp—1). O

2.2.28 Theorem. Fir alle k € Ny ist J,(K) ein Ideal von W(K).
[Kne76, Theorem 6.4, Seite 89]

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass fiir zweil Formen ¢ und @9 iiber K

deg(p1Lp2) > min{deg(p1),deg(p2)} (2.7)

gilt. Hieraus folgt, dass Ji(K) abgeschlossen bzgl. der Addition in W(K) ist. Hat ¢1 oder ¢
ungerade Dimension, oder ist ¢ Lyy ~ 0, so ist die Aussage (2.7) trivial. Wir wollen diese
Félle nunmehr ausschliefen.

Ist k = deg(p1Lya), so existiert eine Korpererweiterung L von K, ein a € L* und eine
k-fache Pfisterform 7 iiber L, so dass

(p1 ® LLps @ L)gn = at

gilt. Da jede Korpererweiterung von L auch Korpererweiterung von K und deg({H}) = oo ist,
folgt aus der Definition des Grades einer Form

deg(p; ® L) > deg(y;) firi=1,2.

Deshalb geniigt es (2.7) fiir die Formen @; := ¢; ® L zu zeigen. Ist deg(ipz) > k, so folgt nach
Satz 2.2.27 aus @1 ~ atL(—p3), dass ¢ Grad k hat. In jedem Fall gilt also

min{deg (1), deg(p2)} < k = deg(p1Lyz).

Also ist Ji(K) abgeschlossen bzgl. Addition. Weiterhin ist deg(H) = oo, wie bereits
erwihnt, und deswegen Ji(K) sogar eine additive Gruppe.

Da W(K) additiv von 1-dimensionalen Formen (a) mit a € K* erzeugt wird, und da
offensichtlich deg(ay) = deg(yp) fiir jede Form ¢ iiber K gilt, folgt aus (2.7), dass Ji(K) ein
Ideal von W (K) ist. O

Seien {p} und {¢} Elemente aus Ji(K) mit k = deg(¢) < deg(¢)) = . Wir nehmen an,
es gilt deg(¢Lv) > k. Sei m = min{deg(pL1)),l} > k. Dann liegt die Aquivalenzklasse von
{oLy} € Jn(K). Durch Addition mit {—v¢} € J,,(K) folgt {¢} € Jn(K). Dies aber ist
unmoglich, da wir deg(y) < m vorausgesetzt hatten.

2.2.29 Korollar. Seien ¢ und ip Formen dber K mit deg(y) # deg(v). Dann gilt

deg(p L) = min{deg(p),deg(t)}.

[Kne76, Corollary 6.5, Seite 90]
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Wie wir wissen, wird die k-te Potenz des Fundamentalideals I*(K) additiv von den Aqui-
valenzklassen k-facher Pfisterformen iiber K erzeugt. Diese liegen aber per Definition alle in

Te(E).

2.2.30 Korollar. Fir alle k € Ny gilt I*(K) C Ji(K).

[Kne76, Corollary 6.6, Seite 90]

2.2.31 Proposition. Fiir beliebige k,1 € Nq gilt I*(K)J;(K) C Jpp(K).

[Kne76, Proposition 6.9, Seite 91]

Beweis. Es reicht den Fall £k = 1 zu beweisen, da dann die Behauptung fiir beliebiges k sofort
durch Induktion folgt. Sei (¢ eine beliebige, nichthyperbolische Form iiber K. Wir miissen
zeigen, dass fiir eine beliebige Form ¢ iiber K mit {¢} € I(K) der Grad von x := ¢ ® ¢
echt grofer ist als der Grad von . Da I(K) additiv von den 2-fachen Pfisterformen erzeugt
wird, konnen wir ohne Einschrinkung von ¢ = (1, —a) mit @ € K* ausgehen. Wir schlieflen die
trivialen Fille, dass dim(¢) ungerade oder ¢ hyperbolisch ist, aus und verfahren per Induktion
nach h(y). Fiir h(p) = 1 ist g, eine Pfisterform und aus der Definition einer Pfisterform folgt
sofort

deg(X) = deg(<17 _a’> ® QOan) > deg(%ﬂan) +1 = deg((p) +1

Sei nun h(p) > 1. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass x nicht zerfillt. Sei L der
Leitkorper von x und 7 die Leitform von y {iber L. Aus der Definition des Grads einer Form
folgt deg(pr) > deg(yp), weshalb es ausreicht deg(7) > deg(¢r) zu zeigen. Da auflerdem
her) < h(p) gilt, konnen wir K durch L und ¢ unter Umsténden durch eine zu ¢ #hnliche
Form ersetzen, so dass wir uns darauf beschrinken kénnen, fiir den Fall

(l,—a)®@p ~ T (2.8)

mit einer anisotropen Pfisterform 7 zu zeigen, dass deg(7) > deg(y) gilt.
Sei 7 ® K (¢) zunéchst anisotrop. Dann ist

(1, —a) @ K(¢)) @ (p @ K(¢)) ~ 7& K(p),

und es gilt deg(7) = deg(T ® K(p)), deg(p) = deg(¢ @ K(v)) und h(p @ K(p)) = h(p) — 1.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass deg(7) echt grofer ist als deg(y).

Nun gelte 7 ® K(p) ~ 0. Nach Satz 2.2.4 existiert ein b € K* und eine Form ( iiber K
mit bp L = 7. Wir nehmen an, es ist ( = 0. Dann folgt aus (2.8), dass (1, —a,—b) ® ¢ ~ 0
gilt. Da ¢ o 0 vorausgesetzt wurde, ist {(1,—a,—b)} € W(K) ein Nullteiler. Dies allerdings
widerspricht Satz 1.2.19, weshalb ¢ # 0 sein muss. Aus dim(7) > dim(yp) folgt nun deg(7) >
deg(y). O

2.2.32 Korollar. Sei ¢ eine ungeradedimensionale Form und 1 eine beliebige Form tiber K.
Dann gilt

deg(p @) = deg(v)).

[Kne76, Corollary 6.10, Seite 91]



2.2. GENERISCHE ZERFALLUNGSTURME 7

Beweis. Hat auch ¢ ungerade Dimension oder zerfallt v, so ist die Behauptung trivial. Wir
wollen diese Fiille also ausschliefilen und von deg(y)) = k > 1 ausgehen. Ohne Einschrinkung
konnen wir dim(pa,) > 3 annehmen. Es gilt ¢ ® ¢ ~ ¥ L(¢l(—1)) ® v, und die Aquiva-
lenzklasse von ¢ 1 (—1) liegt in I(K). Nach Proposition 2.2.31 hat (¢1(—1)) ® 1 einen echt
grofleren Grad als 1. Aus Korollar 2.2.29 folgt somit die Behauptung. O

Knebusch stellte nun in seinem Artikel [Kne76, Question 6.7, Seite 90] die Frage, ob fiir alle
k € Ny die k-te Potenz I*(K) des Fundamentalideals tatséchlich gleich J;(K) sei. Diese Frage
wurde spéter, als Knebuschs Theorie der generischen Zerfillung zunehmend an Bedeutung
gewann, Knebusch-Vermutung genannt. Zu dem Zeitpunkt, da Knebusch diese Vermutung
aufstellte, war bereits bekannt, dass I?(K) = Jo(K) gilt. AuBerdem gab es Versuche, dies
auch fiir n = 3 zu zeigen. Aber erst vor kurzem schafften es Dmitry Orlov, Alexander Vishik
und Vladimir Voevodsky in [OVV00] die Knebusch-Vermutung (zusammen mit der Milnor-
Vermutung iiber quadratische Formen und der Kahn-Rost-Sujatha-Vermutung) zu beweisen.
Leider liegt dieser Beweis bisher lediglich als Preprint vor. Wir wollen ihn hier nicht reprodu-
zieren, da dies bereits das Thema einer eigenen (dufierst anspruchsvollen und umfangreichen)
Diplomarbeit sein kénnte.

2.2.33 Theorem. Fiir alle k € Ny gilt I*(K) = Jx(K).
[OVV00, Theorem 4.3, Seite 14]

Abschliefend wollen wir das Verhalten des Grades einer Form ¢ tiber K unter Korpererwei-
terungen betrachten. Wie bereits erwihnt folgt aus der Definition des Grades, dass deg(yr) >
deg(y) fiir eine beliebige Kérpererweiterung L von K gilt. Der folgende Satz behandelt Er-
weiterungen L von K, fiir die Ungleichheit gilt.

2.2.34 Satz. Sei ¢ eine geradedimensionale Form tiber K , die nicht zerfdllt. Mit L bezeichnen
wir den Leitkdorper von o, den wir regulir iber K wdhlen kinnen (siehe Vorbereitungen zu
Satz 2.2.21), und sei T die Leitform von ¢ dber L.

(1) Fiir einen beliebigen Korper M iiber K gilt genau dann deg(par) > deg(p), wenn T iiber
dem freien Kompositum L - M zerfdllt.

(2) Sei M ein generischer Nullstellenkorper einer Form p dber K mit dim(p) > 1. Dann gilt
genau dann deg(pnr) > deg(yp), wenn pr, dhnlich einer Teilform von 7 ist. Insbesondere
ist der natitrliche Gruppenhomomorphismus

TelE) gy (1) — T gy (M) (2.9)
injektiv fir alle k mit 28 < dim(p).
[Kne76, Proposition 6.11, Seite 92]

Beweis. (1): Sei (K, |0 <r <h) ein generischer Zerfiallungsturm von ¢, so dass K, fiir
r=1,...,h —1 reguldr iiber K ist. Ohne Einschrinkung koénnen wir L = K}_; annehmen.
Weiterhin sei (M ‘K Ky |[0<s < t) der wie in Satz 2.2.21 (3) eingefiihrte Zerfillungsturm

von Qpr.
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Zerfallt 7 ® (M -k Kp—1), so auch kerj,_1(p) ® (M -k Kj—1), da 7 und kery,_1(p) dhnlich
sind. Folglich muss 7(t — 1) < h — 1 gelten. Sei ¢ die Leitform von ¢y iiber M -r K,_1).
Dann sind ¢ und ker,;—1)(¢as) @hnlich. Wie in (2.6) definiert ist

ker,,—1y(pnr) = kerp—1)(p) @ (M -k Kpp—1))-

Es folgt
dim(c) = dim(ker,;_1)(¢)) > dim(ker,_i(p)) = dim(7)

und somit deg(par) > deg(y).

Zerfllt 7 iiber dem freien Kompositum L-x M nicht, so ist kerp_1 () ® (L-x M) anisotrop,
und es muss nach Satz 2.2.21 (3) r(t — 1) = h — 1 gelten. Da nunmehr nach Konstruktion
des generischen Zerféllungsturm von ¢y die Gleichung dim(ker,.;—1)(¢ar)) = dim(kery_1())
gilt, folgt deg(wnr) = deg(yp).

(2): Da M #quivalent zu K (p) ist, miissen auch L-x M und L -k K(p) = L(pr.) dquivalent
sein. Ist pr dhnlich einer Teilform von 7, so zerfillt 7 ® L - M. Aus Teil (1) folgt hieraus
deg(wnr) > deg(p). Ist umgekehrt deg(par) > deg(yp), so zerfillt 7 nach (1) iiber L -x M und
somit auch tiber L(pr). Nach Satz 2.2.4 ist py, &hnlich einer Teilform von 7.

Ist deg(p) = k mit 2% < dim(p), so kann p keine Teilform von 7 sein. Nach dem eben
Bewiesenen muss deg(¢n) = k = deg(p) gelten. Hieraus folgt die Behauptung iiber den
natiirlichen Gruppenhomomorphismus (2.9). L]



Kapitel 3

Wittkerne und exzellente
Formen

3.1 Wittkerne

Eine wichtige Frage in der Theorie der generischen Zerfillung quadratischer Formen ist die
nach den Formen iiber K, die iiber dem Funktionenkorper K () einer Form ¢ iiber K hyper-
bolisch werden. Ist A : K — K(p) die natiirliche Inklusion, so sind dies gerade die Formen,
deren Aquivalenzklassen in W (K (¢)/K) = ker(\,) liegen. Im Allgemeinen ist es sehr schwer,
Wittkerne zu berechnen. Ist ¢ jedoch eine 2-dimensionale Form oder ein Pfisternachbar, so
lasst sich W (K (p)/K) leicht bestimmen.

Im ersten Abschnitt erarbeiten wir uns notwendige Resultate iiber Pfisterformen, die wir in
den folgenden Unterabschnitten und Kapiteln noch benétigen werden. Insbesondere beweisen
wir, dass zu zwei Pfisterformen 7 % (1) und o iiber K mit o|r immer eine Pfisterform p
mit 7 ¥ o ® p existiert. Anschlieend definieren wir Pfister-Ideale und erarbeiten uns ein
Kriterium dafiir, wann ein solches Ideal ein strenges Pfister-Ideal ist. Der letzte Abschnitt
behandelt dann die Frage, wann ein Wittkern ein strenges Pfister-Ideal ist. Dabei betrachten
wir nur die Spezialfille, das ¢ eine Teilform ¢ mit dim(p) — dim(y)) = 1,2 enthélt so, dass
der Wittkern W (K (1)/K) ein strenges Pfister-Ideal ist. Als Anwendung betrachten wir den
Wittkern W (K (¢)/K) einer 4-dimensionalen Form ¢.

3.1.1 Hilfsresultate iiber Pfisterformen

Viele der folgende Resultate sind dem vielfach zitierten Artikel [EL72] entnommen. Wéhrend
dort vornehmlich mit sehr elementaren Methoden gearbeitet wird, wollen wir die Methoden
der generischen Zerfillung verwenden, die wir uns bereits erarbeitet haben. Dadurch werden
viele der Beweise wesentlich kiirzer und eleganter. Die Grundlage fiir unsere Beobachtungen
bildet der folgende Satz, dessen Beweis im Wesentlichen auf einem Einfall von Karim Becher
basiert.

3.1.1 Satz. Sei 7 eine k-fache Pfisterform diber K mit k > 1. Ist o eine l-fache Pfisterform
iber K, die T teilt, | € Ny, so ezistiert eine (k —l)-fache Pfisterform p iber K mit 7 = o ® p.

79
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Beweis. Der Fall | = 0 ist trivial. Entsprechend nehmen wir 1 <! < k an. Ist 7 hyperbolisch
und ! < k, so kénnen wir p als hyperbolische, (k —[)-fache Pfisterform wihlen. Gilt 7 ~ 0 und
[ =k, so muss ¢ bereits hyperbolisch sein und somit aus Dimensionsgriinden o = 7 gelten.

Wir gehen nun davon aus, dass 7 und folglich auch ¢ anisotrop sind, und verfahren per
Induktion nach m := k—1I. Fiir m = 0 gilt 7 = 0 ® (a) mit einem a € K*. Da o die 1 darstellt,
liegt @ € D} (7) = Gg(7), und es folgt 7 = a7 = o ® (1). Also ist p = (1) die gesuchte
Pfisterform.

Sei nun m > 0 und x eine Form iiber K mit 7 = ¢ ® x. Wegen

oc@x = ((I)Loy)@x = xL(op®@x)

ist x eine Teilform von 7. Somit gilt D} (x) C D (1) = Gk (7), und fiir b € D (x) folgt
T 2 br 2 o ®bx mit 1 € D} (by). Ohne Einschrinkung kénnen wir also davon ausgehen,
dass eine Zerlegung x = (1)_Lx’ existiert. Sei a € D} (x). Dann ist oL {a) eine Teilform von
7 und ein Pfisternachbar von o ® ((a)). Da die Funktionenkérper von o1 (a) und o ® {(a)) nach
Satz 2.2.10 iiber K &dquivalent sind, zerféllt 7 ® K (o ® {(a))). Nach Satz 2.2.5 wird 7 von der
(I + 1)-fachen Pfisterform o ® ((a)) geteilt. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt die Existenz
einer (m — 1)-fachen Pfisterform p’ iiber K mit 7 = o ® ((a)) ® p’. Folglich ist p := {(a)) ® p’
die gesuchte m-fache Pfisterform. O

3.1.2 Korollar. Sei 7 eine k-fache und o eine l-fache Pfisterform tiber K mit k € Ny und
I € N. Liegt a € D} (T ® 0p), so existiert eine (I — 1)-fache Pfisterform p dber K, so dass

T®o = 7R ({a)@p
gilt.

Beweis. Sei zuniichst 7 ® o hyperbolisch. Ist [ = 1 und 7 anisotrop, so muss o = (1, —1) gelten.
Somit gilt —a € Dg(7) = Gg(7), und es folgt

TR (a) & rtlar 2 7Ll-7 2 7®(1,-1) ¥ 7®o0.

Also kénnen wir p = (1) wihlen. Ist 7 anisotrop und [ > 1, so withlen wir p als (I — 1)-fache
hyperbolische Pfisterform. Dann ist 7 ® ((a)) ® p hyperbolisch und die Behauptung fiir diesen
Fall bewiesen. Ist 7 hyperbolisch so folgt die Behauptung mit jeder beliebigen (I — 1)-fachen
Pfisterform p.

Sei nun 7 ® o anisotrop. Es existiert eine Zerlegung 7® ¢ = 7L(7®0,). Also ist 7L (a) eine
Teilform von 7 ® o und zudem ein Pfisternachbar der Form 7 ® ({a)). Die Funktionenkérper
von 71{a) und 7 ® {(a)) sind dquivalent, und es gilt dim(r ® {(a))) > 2, weshalb (71 ® 0) ®
K(7 ® {a))) zerfallt. Nach Satz 2.2.5 wird 7 ® o von 7 ® ({a)) geteilt, und aus Satz 3.1.1 folgt
die Behauptung. O

3.1.3 Korollar. Seio eine l-fache Pfisterform dber K,1 > 1, und b € D} (0,). Dann existiert
eine (I — 1)-fache Pfisterform p iber K, so dass o = (b)) ® p gilt.

Beweis. Wende das vorherige Korollar mit 7 = (1) an. O
3.1.4 Lemma. Sei 0 := ((a1,...,ax) = {(b1,...,bx) = 7 mit a;,b; € K* firi=1,...,k
und k € N. Dann existiert ein ¢ € K* mit o = {(ay,...,ax—1,¢) und 7 = {by,...,bx_1,c).

[Ara75, Lemma 1.7, Seite 454]
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Beweis. Seiog = {{a1,...,ar_1)) und 19 := (b, ..., br_1)). Dann gilt nach Voraussetzung und
dem Kiirzungssatz von Witt 1.1.17 (o¢),Lagoo = (70)p-Lbr7o. Hieraus folgt, dass die Form
¢ = ((00)p-L — (70)p)L(arooL —bx7o) hyperbolisch ist. Wegen dim(a,ooL —bx1o) > %dim(gp)
muss ayogL — by isotrop sein. Dies bedeutet, dass ein ¢ € D3 (aroo) N D (byTo) existiert.
Es folgt arc € D (009) = Gk (0p) und bic € D3 (10) = Gk (10). Zusammenfassend erhalten
wir

0@ (l,e) 2 0@ (Lby) €7 X 0 X oy®(1,ar) & 09®(1,¢).

3.1.2 Pfister-Ideale

3.1.5 Definition. Sei M eine Menge k-facher Pfisterformen tber K undl € Ny. Die Menge
M bzw. ihre Elemente heiffen l-verbunden, falls eine l-fache Pfisterform o tber K und zu
jedem T € M eine (k —l)-fache Pfisterformen p, iber K mit 7 2 o ® p, existiert. Die Form
o heifit dann I-Verbindung. Ist zusdtzlich M nicht (I 4+ 1)-verbunden, so heifit die natiirliche
Zahl link(M) := [ Verbindungszahl von M. Ist link(M) > k — 1, so sagen wir nur, M sei
verbunden.

Eine Menge beliebiger k-facher Pfisterformen {7,...,7,} ist immer O-verbunden, da tri-
vialerweise (1)|r; fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt.

3.1.6 Satz. Seien 7 und 1o k-fache Pfisterformen iber K mit k € Ngy. Ferner sei | € Ny
und ¢ := 111 — 79. Dann sind 7 und 1o genau dann l-verbunden, wenn i(p) > 2! gst. Gilt
weiterhin | = link(y, 72), so folgt i(p) = 2%

[EL72, Proposition 4.4, Seite 197]

Beweis. Zundchst nehmen wir an, 7 und 7o seien [-verbunden. Sei o eine [-Verbindung von
71 und 7. Dann gilt 7; & 0 ® p; fiir « = 1,2 mit geeigneten (k — I)-fachen Pfisterformen p;
und py iiber K. Es folgt

¢ = 0@ (1) L(p)p)L =@ (1) L(p2)p) = (6 @H)Lo @ ((p1)pL — (p2)p) (3.1)

und somit i(p) > 2.

Es gelte umgekehrt i(p) > 2. Wir fithren Induktion nach . Ist [ = 0, so ist nichts zu
zeigen. Sei also [ > 0 und die Behauptung fiir | — 1 bereits bewiesen. Wegen i(yp) > 2!~1 sind
71 und 73 also (I — 1)-verbunden. Sei oy eine entsprechende (I — 1)-Verbindung von 71 und 72,
und sei 7; & 0 ® p; fiir ¢ = 1,2 mit (k — [ 4+ 1)-fachen Pfisterformen p; und ps iiber K. Wie
in (3.1) erhalten wir

o = (27 X H)L((00 ® (p1)p)L — (00 ® (p2)p)).

Allerdings hatten wir angenommen, dass i(p) > 2! gilt. Also muss ein ¢ € D (00 ® (p1)p) N
Di: (00 ® (p2)p) existieren. Wenden wir Korollar 3.1.2 gleichzeitig auf 7 = 0¢ ® p1 und 75 =
00 ® p2 an, so folgt die Existenz zweier (k — [)-facher Pfisterformen p1 und po iiber K, fiir die
Ti 2 oo ®(1,¢) ® p; gilt, i = 1,2. Damit ist o := 09 ® (1, ¢) die gesuchte I-Verbindung.

Sei schliefllich I = link(7, 7o) und die Formen o, p; und py wie im ersten Teil des Beweises.
Dann folgt aus dem vorherigen Absatz, dass die Form x := (6®(p1),) L —(0®(p2),) anisotrop
ist, da man ansonsten zeigen kénnte, dass link(7y,72) > [ gilt. Folglich ist ¢ = (2! x H) Ly die
Wittzerlegung von ¢ und deshalb i(yp) = 2. O
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3.1.7 Satz. Seien 7 und o jeweils k-fache Pfisterformen dber K, k € Ny und x,y € K*.
Dann ist der Wittindex der Form ¢ := x7 Lyo entweder 0 oder genau 2! mit | = link(t, o).

[EL72, Theorem 4.5, Seite 198]

Bewets. Ist ¢ anisotrop, so ist die Behauptung trivial. Entsprechend gehen wir davon aus,
dass  isotrop ist.

1. Fall: Die Form T ist isotrop.
Ist auch o isotrop, so ist ¢ hyperbolisch und somit i(¢) = 2¥. In diesem Fall gilt aber auch
link(7, o) = k. Ist o anisotrop, so gilt i(p) = 2¥71, da 7 hyperbolisch ist. Ist p eine beliebige
(k — 1)-fache Pfisterform, die o teilt, so ist pL — p = 7. Sofort folgt link(7,0) =k —1,da o
anisotrop ist.

2. Fall: Beide Formen 7 und ¢ sind anisotrop.
Da ¢ isotrop ist, existiert ein a € Dg(7) und ein b € Dk (o), so dass za + yb = 0 bzw.
xa = —yb gilt. Da 7 und ¢ anisotrop sind, gilt a,b # 0. Wir erhalten

za(tl —0) & xzarlybo = z7lyc = o,

da a und b jeweils Ahnlichkeitsfaktoren von 7 bzw. o sind. Nach Satz 3.1.6 gilt i(¢) = 2! mit
[ = link(r, 0). O

Bevor wir uns nun den Pfister-Idealen zuwenden, wollen wir noch ein paar Schreibweisen
vereinbaren, die uns das Formulieren der folgenden Resultate wesentlich vereinfachen werden.
Sei U C W(K) ein beliebige Teilmenge des Wittrings von K. Ist ¢ eine Form iiber K, deren
Aquivalenzklasse in U liegt, so schreiben wir

p e U
Die Menge der Aquivalenzklassen aller k-fachen Pfisterformen, k € Ny, bezeichnen wir mit
Pu(K) = {{r} € W(K) | Tan ist eine k-fache Pfisterform } U {0}.
Weiterhin definieren wir die Mengen
GPy(K) := {{¢} € W(K) | @an ist dhnlich einer k-fachen Pfisterform } U {0}

sowie

P(K) = DPk(K) wmd  GP(K) = [j GP(K).
k=0 k=0

3.1.8 Definition. Sei N C N eine beliebige Teilmenge der natiirlichen Zahlen.

(1) Ein Ideal J C W(K) heifit N-Pfister-Ideal, wenn J von Aquivalenzklassen von Pfister-
formen diber K erzeugt wird, deren Grad in N liegt. Ist N = {k}, so nennen wir J
vereinfachend ein k-Pfister-Ideal.

(2) Das Ideal J heifit strenges N-Pfister-Ideal, falls es zu jeder Klasse 0 # {p} € J eine
Darstellung pan = a7 L ... La,7, mitn € N, a; € K* und anisotropen 7; € J N Py, (K),
ki€ N, gibt.
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Fiir k € Nist I*(K) nach Satz 1.2.24 ein k-Pfister-Ideal. Da I*(K) von den Aquivalenzklas-
sen aller k-fachen Pfisterformen iiber K erzeugt wird, ist I¥(K) sogar das grofite k-Pfister-Ideal
in W(K). Beachte, dass wir in Definition 3.1.8 den Fall k¥ = 0 ausgeschlossen haben. Die einzi-
ge O-fache Pfisterform iiber K ist (1), und {(1)} ist das Einselement von W (K). Ein Ideal von
W(K), dass {(1)} enthélt muss also bereits gleich W (K) sein. Ferner ist zu beachten, dass
nach der vorherigen Definition das Nullideal (0) C W(K) fiir jede Menge N C N ein strenges
N-Pfister-Ideal ist.

Im Folgenden wollen wir uns eine Charakterisierung von strengen k-Pfister-Idealen erar-
beiten. Dazu bendttigen wir zunéchst das folgende Lemma.

3.1.9 Lemma. Sei (0) #J C W(K) ein k-Pfister-Ideal, k € N, so dass
(i) je zwei k-fache Pfisterformen mit Aquivalenzklasse in J verbunden sind und
(ii) jede (k + 1)-fache Pfisterform T € J von einer k-fachen Pfisterform o € J geteilt wird.

Weiterhin sei ¢ = aynL... Lay,m, mit n € N, a; € K* und anisotropen 7; € J N Py (K). Ist
b1 € Dy (v), dann existieren ba, ..., b, € K* und anisotrope o1,...,0, € J N Py(K), so dass
"2} = blUlL PN Lbnan gllt

[ELW"79, Lemma 3.10, Seite 226]

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial, da hier
b1 = a1z mit x € D3, (1) gilt. Es folgt by = arzm = a1 = .

n =2: In diesem Fall ist by = a121 + agxe mit z; € Dj(7;) U {0}. Zunéchst gelte 21 =0
oder z3 = 0. Ohne Einschrankung nehmen wir zo = 0 an. Dann liegt x; € D} (1) = G (1),
und es folgt b7 = a1x171 = a7 und weiter ¢ = by LaoTs.

Fir ¢ = 1,2 gelte nun x; € D} (7;) = G (). Das heifit, es ist ¢ = aq217 Laszoms. Folglich
kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass b; = a; +as ist. Sei p eine (k—1)-Verbindung
von 11 und 79, und seien ¢1, co € K* mit 7; = {(¢;)) ® p. Setze ¢ := ¢1¢2. Dann gilt nach Lemma
1.1.16

1/} = al <<Cl >>J_a2 <<CQ>> = <b1, a1a2b1>J_<a101, a2C2>
(b1, —=bic) L(bic, arazby, aicy, asca)
b1 ({(—c)Le(1, arbyea, agbicr, ajasc)). (3.2)

2

1%

Setze p := ((a1bica, agbicr)) und 7™ := ((—c)) ® pr. Durch Multiplizieren von (3.2) mit x4 erhalten
wir
@ ~ bi(mLle(p® p)).

Weiterhin gilt
nl—n = ((a) @p)l—-((e) @p) ~ al-cheu = am,

und aus 71,72 € J folgt dann 7 € J und somit {p @ u} = {bicp} © {er} € J. Nach Voraus-
setzung (ii) existiert eine k-fache Pfisterform ¢ mit Aquivalenzklasse in J und ein d € K*, so
dass p @ p = (d) ® ¥ gilt, und nach Voraussetzung (i) existiert eine (k — 1)-Verbindung v
von 7 und 9. Sei y € K* mit ¥ = (y)) ® v. Es sind p und v jeweils (k — 1)-fache Pfisterfor-
men, die beide die k-fache Pfisterform 7 teilen. Nach Lemma 3.1.4 existiert ein x € K™ mit
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T2 () @p = (z) @uv. Aus (z) ® p = {(—c)) ® p folgt iiber Witt’s Kiirzungssatz xp = —cp.
Zusammenfassend erhalten wir

) ®@v)L —a(p®p)

bip ~ mle(uep) = ({
(

(
> ((z)L—z(dy)) v
> (@)L - o(y)L —2d(y)) © v
~ ({(—2y) @v)L —xdv.

Da die Aquivalenzklassen von ¢ und 9 in J liegen, gilt dies auch fiir oy := (—zy) ® v. Setze

by := —byxd und o9 := 9. Dann ist ¢ ~ byoy1byos, und aus Dimensionsgriinden gilt sogar
Isometrie.
n > 2: Sei by € Dj(p), und setze ¢ := a;myL... Lay_17,—1. Dann existieren ¢; €

D3 (v) U{0} und ¢ € D (an7,) U {0} mit by = ¢1 + c2. Ist ¢; = 0, so folgt die Behauptung
sofort, da b7, = com, = a7y gilt. Sei also ¢; # 0. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
ba,...,bp_1 € K* und anisotrope k-fache Pfisterformen p,0s...,0,-1 € J, so dass

w &~ ClpJ_bQO'QJ_ e J_bn_lon_l

gilt. Betrachte die Form x := ¢1pLla,7,. Es ist by € D3} (x), und nach dem vorherigen Fall
existiert ein b, € K* und anisotrope Pfisterformen o1, 0,, € JNPy(K), so dass x = byo1 Lb,0,
gilt. Sofort folgt p =2 byo1 L ... Lb,oy,. O

3.1.10 Theorem. Fiir ein k-Pfister-Ideal J C W(K), k € N, sind die folgenden Aussagen
aquivalent.

(1) Es ist J ein strenges k-Pfister-Ideal.

(2) Je zwei k-fache Pfisterformen mit Aquivalenzklassen in J sind verbunden, und jede (k+1)-
fache Pfisterform 7 @ J wird von einer k-fachen Pfisterform o € J geteilt.

(8) Je zwei k-fache Pfisterformen mit Aquivalenzklassen in J sind verbunden, und fiir alle
I > k wird jede l-fache Pfisterform ™ € J von einer k-fachen Pfisterform o € J geteilt.

[ELW?79, Theorem 8.1, Seite 224]

Beweis. Die Implikation (3) = (2) ist trivial. Weiterhin ist die Behauptung fiir J = (0) trivial,
weshalb wir fiir die folgenden Beobachtungen J # (0) voraussetzen.

(1) = (3): Sei J ein strenges k-Pfister-Ideal, und seien 71,79 € J jeweils k-fache Pfister-
formen. Da der anisotrope Kern jeder Form mit Aquivalenzklasse in J nach Definition 3.1.8
(2) entweder Dimension 0 oder eine Dimension haben muss, die durch 2* teilbar ist, und da
dim((11 L — 72)an) < 281 ist, muss dim((71 L — 72)an) < 2% gelten. Aus Satz 3.1.6 folgt, dass
71 und 79 verbunden sind.

Sei 7 € J eine [-fache Pfisterform mit [ > k. Ist 7 hyperbolisch, so wird 7 trivialerweise
von jeder k-fachen Pfisterform geteilt. Gehen wir also von 7 7¢ 0 aus. Nach Definition 3.1.8 (2)
existiert eine Darstellung 7 2 a;01L ... La,o, mit n € N, a; € K* und anisotropen k-fachen
Pfisterformen o; € J gilt. Da 7 eine Pfisterform ist und ay € D73 (7) liegt, folgt a17 = 7. Also
gilt o1 C 7. Es folgt, dass 7 ® K(o7) zerfillt und somit oq|7 gilt.
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(2) = (1): Sei 0 ¢ € J anisotrop iiber K. Dann existiert eine Darstellung
o ~Yi=anl... LasTs

mit anisotropen k-fachen Pfisterformen 7y, ..., 7, deren Aquivalenzklassen in J liegen, und
einem minimalen s € N. Wir wollen zeigen, dass 1 anisotrop ist. Fiir s = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei also s > 1. Wir nehmen zunichst an, v sei isotrop. Dann existiert ein r € N
mit 1 < r < s und ein Element b; € K*, so dass by € Dy (ainLl...Lla,7) und —by €

Di(ars17r41L ... LayTs) liegt. Nach Lemma 3.1.9 existieren dann b, ...,b,,byy2,...,bs €
K* und anisotrope k-fache Pfisterformen oq,...,0, € J, so dass
alTlJ_...J_arTr = blalJ_...J_brar und

CLT+1T7-+1J_ e J_(ZSTS = —b10'7~+1J_b7»+20',«+2J_ PN J_CLSO'S
gilt. Durch Addition erhalten wir
@ ~ b1 (O’lJ_ — 0'T+1)J_(b20'2J_ RPN J_bTUTJ_bT+QUT+2J_ “es J_bSO'S).

Da nach Voraussetzung o7 und 0,41 verbunden sind, existieren ¢,d € K* und eine (k — 1)-
fache Pfisterform p mit o1 = {(¢)) ® p und 0,41 = {(d)) ® p. Es folgt 01 L — 0,41 ~ c{(—cd) ® p.
Dies bedeutet aber, dass ¢ bereits dquivalent zu einer Linearkombination bestehend aus s — 1
Pfisterformen vom Grad k ist, ein Widerspruch zur Minimalitéit von s. Also muss 1 anisotrop
sein und ¢ = 9 gelten. O

3.1.3 Wittkerne

Wittkerne hatten wir bereits in Unterabschnitt 2.1.4 eingefiihrt. Da dieser Begriff bisher jedoch
keine nennenswerte Verwendung gefunden hat, wollen wir die Definition hier kurz wiederholen.
Sei L eine Korpererweiterung von K und A : K — L die zugehorige Einbettung. Dann existiert
ein natiirlicher Ringhomomorphismus

A W(K) — W(L), {9} — {os}.

3.1.11 Definition. Der Kern von A, heifit Wittkern von L iiber K und wird mit W(L/K)
bezeichnet.

Ist ¢ ein Pfisternachbar der anisotropen k-fachen Pfisterform 7 iiber K, k € N, so kénnen
wir leicht den Wittkern von K () iiber K berechnen. Nach Satz 2.2.10 sind K(¢) und K(7)
dquivalent. Sei 0 # {¢} € W(K(¢)/K). Dann folgt ¢4, ® K(7) ~ 0. Nach Satz 2.2.5 existiert
eine Form y iiber K mit

Yar = TR X (3.3)

Dies bedeutet {¢} € ({7}) € W(K), dabei ist ({r}) das von {7} erzeugte Hauptideal von
W(K). Umgekehrt gilt offensichtlich ({7}) € W(K(y)/K). Insbesondere folgt aus (3.3) der
folgende Satz.

3.1.12 Satz. Ist @ ein Pfisternachbar der anisotropen k-fachen Pfisterform 1 iber K, k € N,
so ist der Wittkern von K (p) iber K gegeben durch das strenge k-Pfister-Ideal W (K (¢)/K) =

({7}) € W(K).
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Im Folgenden wollen wir uns damit beschiiftigen, welche Gestalt Wittkerne von Funktio-
nenkorpern quadratischer Formen haben konnen. Dies ist jedoch ein weitgehend ungeltstes
Problem, zu dem es nur wenige allgemeine Resultate gibt. Wir wollen den Spezialfall einer
Form ¢ untersuchen, die eine Teilform ¢ der Dimension dim(yp) — 1 enthilt, so dass der
Wittkern W (K (¢)/K) ein strenges k-Pfister-Ideal ist, k € N.

3.1.13 Lemma. Sei ¢ eine Teilform der Form ¢ iber K mit dim(y) > 2. Dann gilt
W(K(p)/K) € W(K()/K).
[Fit83, Lemma 1.1, Seite 91]

Beweis. Ist 1 isotrop, so ist nach Voraussetzung auch ¢ isotrop, weshalb K(p) ~x K ~f
K () gilt und die Behauptung trivial ist. Sei nun ¢ anisotrop. Da ¢ ® K (1) isotrop ist,
existiert eine K-Stelle A : K () — K (). Hieraus folgt sofort die Behauptung. O

3.1.14 Proposition. Seien ¢ und ¢ anisotrope Formen dber K mit dim(¢)) > 2 und ¢ =
Y L1(x) fir einx € K*. Ist W(K(¢)/K) ein strenges k-Pfister-Ideal, k € N, so gelten:

(1) Der Wittkern W (K (v)/K) ist ein {k, k + 1}-Pfister-Ideal.

(2) Ist 1 € W(K(p)/K) eine l-fache Pfisterform, | > k+ 1, so ezistiert eine (k + 1)-fache
Pfisterform o @ W(K(p)/K), die T teilt.

[Fit83, Proposition 1.2, Seite 91]

Beweis. Da die Funktionenkorper dhnlicher Formen isomorph sind, kénnen wir ohne Ein-
schrinkung 1 € Dk (1) annehmen. Ferner folgt aus dim(y) > 2 und der Anisotropie von 1,
dass W(K(¢)/K) # (0) gilt.

In Lemma 3.1.13 hatten wir gezeigt, dass W (K (¢)/K) C W(K(v)/K) liegt. Sei 0 ¢ x €
W (K (¢)/K) anisotrop. Ohne Einschrinkung nehmen wir wieder 1 € Dg(x) an. Da x auch
in W(K(¢)/K) liegt und W (K (¢)/K) nach Voraussetzung ein strenges k-Pfister-Ideal ist,
existiert eine Darstellung

X = aiml... La,m,

mit anisotropen 7; € W (K (¢)/K)N Py (K) fur ¢ = 1,...,n € N. Wir verfahren per Induktion
nach n, um zu zeigen, dass y #dquivalent zu einer Summe von k-fachen und (k + 1)-fachen
Pfisterformen mit Aquivalenzklassen in W (K (p)/K) ist. Der Fall n = 1 ist trivial.

Sei n > 1. Da 1 € Dg(x) liegt, kénnen wir nach Theorem 3.1.10 und Lemma 3.1.9 ohne
Einschrankung annehmen, dass a; = 1 gilt. Da 1 € Dg(x) N Dk () und 1 € Dg(¢) N D (11)
gilt, und da 7 ® K (v) hyperbolisch ist, folgt aus Satz 2.2.4

XZplayl(r)la und =Yl
mit geeigneten Formen a und (3 iiber K. Wir erhalten
Yl{z)la =2 x 2 YLlBlagml ... La,Ty,.

Durch Kiirzen von ¢ sehen wir, dass x € Dg(BLlasmel... La,7,) liegt. Es gibt also eine
Zerlegung © = ¢+ d mit ¢ € Dg () U {0} und d € Dk (asmeL... La,7,) U {0}.
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d = 0: Dann liegt * € Dg(8), und es folgt ¢ = ¢ l(xz) C 7. Also gilt {n} €
W(K(p)/K) und somit {agml ... Lla,m,} € W(K(p)/K). Nach Induktionsvoraussetzung
ist agma Ll ... La,7, dquivalent zu einer Linearkombination k-facher und (k 4 1)-facher Pfi-
sterformen mit Aquivalenzklassen in W (K ()/K). Folglich gilt dasselbe fiir . Somit ist die
Behauptung (1) in diesem Fall bewiesen.

Sei nun y = 7 eine [-fache Pfisterform mit [ > k + 1. Da 7 eine Teilform von 7 ist,
existieren nach Satz 3.1.1 Elemente by,...,bj_p € K* mit 7 2 7 ® {(b1,...,bj_)). Da {r} €
W(K(¢)/K) liegt, gilt dies auch fiir {7y ® {(b1))}. Es ist 0 := 71 ® ((b1)) die in (2) gesuchte
(k 4+ 1)-fache Pfisterform.

d # 0: Nach Lemma 3.1.9 kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass as = d gilt.
Aus z € Di(BL(d)) folgt ¢ = ¢ 1(z) C nL(d) C 7 ®(1,d). Da W(K(¢)/K) ein strenges
k-Pfister-Ideal ist, sind nach Theorem 3.1.10 die Pfisterformen 7 und 75 verbunden. Sei p eine
(k —1)-Verbindung von 71 und 72, und seien ey, e2 € K* mit 7; = p® (1, ¢;) fiir = 1,2. Dann
gilt

Tildr =2 p®(l,e1,d,des) ~ (p® (e1,d))Ldea(p ® (1, —erea)). (3.4)
Da ¢ eine Teilform von 71 ® (d)) ist, gilt {p @ ((e1,d)} = {n @ (d)} € W(K(¢)/K). Also
liegt auch die Aquivalenzklasse von

v = xL—(p®{e1,d)) ~ dea(p® (—erea))) LagmsL... La,T, (3.5)

in W(K(p)/K) (beachte a; = 1 und ay = d). Wie bereits gezeigt gilt W(K(p)/K) C
W(K(¢)/K), weshalb aus 71,72 € W(K(1))/K) und (3.4) folgt, dass {p® ((—e1e2)} €
W (K (¢)/K) liegt. Also ist 4y, isometrisch zu einer Linearkombination von maximal n—1 Pfi-
sterformen mit Aquivalenzklassen in W (K (¢)/K) N Pg(K). Nach Induktionsvoraussetzung
ist v dquivalent zu einer Linearkombination k-facher und (k + 1)-facher Pfisterformen mit
Klassen in W (K (¢)/K). Aus (3.5) folgt somit Behauptung (1), da p® ((e1,d)) € W (K (p)/K)
liegt.

Es bleibt noch Behauptung (2) fiir den Fall d # 0 zu zeigen. Sei also x = 7 eine [-
fache Pfisterform, | > k + 1. Setze 0 := 7 ® (1,d). Dann ist 7, L(d) ein Pfisternachbar
von ¢ und eine Teilform von y. Es folgt K(0) ~x K(r11(d)) und x ® K(r L{(d)) ~ 0.
Wir erhalten y ® K(o) ~ 0. Nach Satz 2.2.5 teilt o die Form x. Weiter oben hatten wir
bereits ¢ C 11 L{d) C 0 € W(K(p)/K) gezeigt. Da o eine (k 4+ 1)-fache Pfisterform ist, folgt
Behauptung (2). O

3.1.15 Korollar. Sei p =11 (x) eine anisotrope Form iiber K mit x € K* und dim(y) > 2,
und sei W (K (¢)/K) ein strenges k-Pfister-Ideal, k € N. Gilt W(K(¢)/K) N P,(K) = {0}
und sind je zwei (k + 1)-fache Pfisterformen mit Klassen in W (K (y)/K) verbunden, so ist
W(K(¢)/K) ein strenges (k + 1)-Pfister-Ideal.

[Fit83, Corollary 1.3, Seite 92]

Beweis. Da W (K(yp)/K) keine Aquivalenzklassen anisotroper k-facher Pfisterformen enthilt,
folgt aus Proposition 3.1.14 (1), dass W (K (¢)/K) ein (k+1)-Pfister-Ideal ist. Aus Proposition
3.1.14 (2) und der Voraussetzung, dass je zwei (k + 1)-fache Pfisterformen mit Klassen in
W (K (p)/K) verbunden sind, folgt nach Theorem 3.1.10 die Behauptung. O

3.1.16 Satz. Sei ¥ ein Pfisternachbar der k-fachen Pfisterform 1 tber K, k € N, und sei
w = PLl(x) mit v € K* anisotrop.
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(1) Ist ¢ ein Pfisternachbar von 7, so ist W(K(p)/K) = ({T}) ein strenges k-Pfister-Ideal.

(2) Ist ¢ kein Pfisternachbar von 7, so ist W(K (¢)/K) ein strenges (k + 1)-Pfister-Ideal.

[Fit83, Proposition 1.4, Seite 92]

Beweis. Behauptung (1) ist ein Spezialfall von Satz 3.1.12. Gehen wir also davon aus, dass ¢
kein Pfisternachbar von 7 ist. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass ¢ und somit auch ¢
die 1 darstellen. Wir wollen Korollar 3.1.15 anwenden. Dazu nehmen wir an, es existiert eine
nichthyperbolische Form o € W (K ()/K) N P (K). Da sowohl o als auch ¢ die 1 darstellen,
gilt ¢ C o. Also ist auch 9 eine Teilform und somit aus Dimensionsgriinden ein Pfisternachbar
von o. Es folgt o = 7, da die zu ¢ gehorige Pfisterform eindeutig bestimmt ist. Hieraus folgt
der Widerspruch, dass auch ¢ ein Pfisternachbar von 7 ist.

Also muss W (K (p)/K) N Py (K) = {0} gelten. Aus W(K(¢)/K) C W(K(¢)/K) = ({7})
folgt, dass je zwei (k + 1)-fache Pfisterformen mit Aquivalenzklasse in W (K (¢)/K) durch 7
verbunden sind. Korollar 3.1.15 liefert somit die Behauptung. O

Das folgende Korollar beschiiftigt sich mit dem Spezialfall einer 4-dimensionalen Form ¢,
die nicht dhnlich einer Pfisterform ist. Es stellt sich heraus, dass W (K (p)/K) ein strenges
3-Pfister-Ideal ist. Allerdings wissen wir zunéchst nicht, von welchen 3-fachen Pfisterformen
W (K (¢)/K) erzeugt wird. Eine Antwort auf dieser Frage werden wir erst spéter in Abschnitt
4.1 geben konnen (sieche Lemma 4.1.14).

3.1.17 Korollar. Sei ¢ eine anisotrope 4-dimensionale Form iiber K mit ¢ & GP(K). Ist
W (K (¢)/K) nichtleer, so ist W (K (p)/K) ein strenges 3-Pfister-Ideal.

[Fit83, Corollary 1.5, Seite 93]

Beweis. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass ¢ = (1, a, b, ) mit a,b,x € K* und
[2]” # [ab]” gilt. Mit ¢ := (1, a,b) folgt aus dem vorherigen Satz die Behauptung. O

Abschlieflend betrachten wir Formen ¢ tiber K, die einen Pfisternachbar 1) der Kodimensi-
on 1 enthalten, so dass dim(p) = dim(y)) +2 gilt und W (K (1))/K) ein strenges k-Pfister-Ideal
ist. Ist ¢ ein Pfisternachbar, so wissen wir, dass W (K (y)/K) ein strenges (k+ 1)-Pfister-Ideal
ist. Der folgende Satz beschéftigt sich mit dem Fall, dass ¢ kein Pfisternachbar ist.

3.1.18 Satz. Sei ¢ ein Pfisternachbar der Kodimension 1 von 7 @ Py(K), k € N, und sei
© =Y l{x,y) anisotrop und kein Pfisternachbar. Dann ist W(K(¢)/K) ein strenges (k + 2)-
Pfister-Ideal.

[Fit83, Theorem 2.1, Seite 94]

Beweis. Wire L (z) dhnlich einer Pfisterform, so wiirde ¢ C (¢ L(z)) @ {zy)) gelten, wo-
mit ¢ ein Pfisternachbar wire. Da dies ausgeschlossen wurde, folgt aus Satz 3.1.16, dass
W(K(pL(x))/K) ein strenges (k + 1)-Pfister-Ideal ist. Proposition 3.1.14 besagt, dass der
Wittkern W (K (¢)/K) ein {k+ 1, k+ 2}-Pfister-Ideal ist. Wir nehmen an, es gibt eine (k+1)-
fache Pfisterform 0 ¢ p € W (K (¢)/K). Dann muss aber ¢ #hnlich einer Teilform von p und so-
mit ein Pfisternachbar sein. Dies ist nicht méglich, und es folgt W (K (¢)/K)N P41 (K) = {0}.

Nach Korollar 3.1.15 miissen wir nur noch zeigen, dass je zwei (k 4 2)-fache Pfisterformen
01,00 € W(K(p)/K) verbunden sind. Fiir den Fall, dass ¢; oder oy isotrop ist, gilt dies
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trivialerweise. Gehen wir nun davon aus, dass o1 und o anisotrop sind. Da o und o3 jeweils
die 1 darstellen, gilt nach Satz 2.2.4 ap C 01 und ap C o3 fiir a € D} (p). Es folgt i(o1L —
02) > 2% 4+ 1. Nach Satz 3.1.7 ist i(0y L — 02) eine Potenz der 2. Also muss (03 L —og) > 2k +1
gelten. Aus Satz 3.1.6 folgt, dass o1 und oy verbunden sind. O
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3.2 Exzellente Formen

Die von Knebusch in [Kne77] eingefithrten exzellenten Formen bilden wohl die wichtigste
Klasse quadratischer Formen innerhalb der Theorie der generischen Zerfillung, da von diesen
das gesamte Zerfallungsmuster bekannt und besonders leicht zu berechnen ist. Thre induktive
Definition iiber Pfisternachbarn hat zur Folge, dass viele ihrer schonen Eigenschaften sich
winduktiv® aus den Eigenschaften von Pfisternachbarn herleiten lassen. Bevor wir allerdings
zu exzellenten Formen kommen, wollen wir im ersten Unterabschnitt das Anisotropiekriterium
von Detlev Hoffmann beweisen. Wie bereits in der Einleitung erldutert, dreht sich eine der
wichtigsten Fragen in der Theorie der generischen Zerfillung darum, ob eine quadratische
Form ¢ iiber dem Funktionenkérper K (1) einer anderen Form ) isotrop wird oder nicht.
Das Anisotropiekriterium liefert die Moglichkeit, diese Frage nur anhand der Dimensionen
von ¢ und % zu untersuchen, und ist aufgrund dieser einfachen Handhabe eines der stéirksten
Hilfsmittel in der Theorie der generischen Zerféllung. Vor allem wird es uns helfen, im zweiten
Unterabschnitt Pfisternachbarn dadurch zu charakterisieren, dass ihr erster anisotroper Kern
iiber dem Grundkorper definiert ist.

Im dritten Unterabschnitt fithren wir zunéichst eine Verallgemeinerung exzellenter Formen
ein, die Erweiterungen quadratischer Formen. Diese haben viele der Eigenschaften von ex-
zellenten Formen. Entsprechend fillt es leicht, viele der Beweise fiir exzellente Formen auf
Erweiterungen von Formen zu iibertragen. Wir werden sehen, dass exzellente Formen genau
die Formen sind, deren hohere anisotrope Kerne sémtlich iiber dem Grundkorper definiert
sind. Weiterhin kénnen wir alle hoheren anisotropen Kerne einer exzellenten Form und einen
bestimmten Teil der htheren anisotropen Kerne der Erweiterung einer Form explizit bestim-
men.

Bevor wir uns im vierten Unterabschnitt mit numerischen Invarianten exzellenter Formen
beschéftigen, betrachten wir eine weitere niitzliche Anwendung der Theorie der generischen
Zerfallung. Wir beweisen den Satz von Pfister, der besagt, dass die Stufe eines Korpers ent-
weder unendlich oder eine Potenz der 2 ist. Daraufhin kénnen wir mit den bisher erarbeiteten
Mitteln leicht Koérper mit beliebiger Stufe konstruieren. Anschliefend definieren wir Funktio-
nen, mit denen wir induktiv sowohl die Hohe als auch die Dimensionen der héheren anisotropen
Kerne einer exzellenten Form berechnen kénnen. Besonders wichtig ist dabei die Feststellung,
dass diese numerischen Invarianten einer exzellenten Form ¢ allein von der Dimension von ¢
abhéngen. Daraufhin versuchen wir exzellente Formen multiplikativ zu zerlegen. Wir werden
sehen, dass sich alle exzellenten Formen durch Multiplikation einer ungeradedimensionalen
exzellenten Form mit einer Pfisterform ergeben. Ferner lassen sich exzellente Formen im All-
gemeinen auf viele Arten als Summe zweier exzellenter Formen schreiben.

Der letzte Unterabschnitt beschiiftigt sich ausschlieBlich mit niedrigdimensionalen exzel-
lenten Formen. Wir werden exzellente Formen der Dimension < 12 iiber bestimmte, von ihrer
Dimension abhéngige Kriterien vollstdndig beschreiben.

3.2.1 Das Anisotropiekriterium

3.2.1 Definition. Eine Kdrpererweiterung M von K heiffit unirational, falls eine rein tran-
szendente Erweiterung L von K mit K C M C L existiert.

Seien ¢ und v anisotrope Formen iiber K. In [Hof95b] stellt Detlev Hoffmann eine Reihe
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wichtiger Resultate vor, die sich mit der Frage nach der Anisotropie von 1 ® K(¢) und der
Moglichkeit, einen Erweiterungskorper L von K zu finden, so dass 1y, Teilform einer Pfister-
form ist, beschéftigen. Das wichtigste dieser Resultate ist das Anisotropiekriterium. Dieses
besagt, dass ¥ ® K () anisotrop ist, wenn die Dimensionen von ¢ und ¢ auf bestimmte Weise
echt durch eine 2er-Potenz getrennt sind. Insbesondere ermoglicht es, die Beweise der Cha-
rakterisierungen von Pfisternachbarn und exzellenten Formen in den Unterabschnitten 3.2.2
und 3.2.3 einfacher zu formulieren, als Knebusch dies in [Kne77] vor Einfiihrung dieses Krite-
riums konnte. Grundlage fiir den Beweis des Anisotropiekriteriums 3.2.3 bildet das folgende
Lemma!. Wir werden nur die Punkte (2) und (3) dieses Lemmas benétigen. Allerdings wird in
[Hof95b] deutlich, dass das Hauptlemma generell ein niitzliches Hilfsmittel in der Theorie der
generischen Zerfiallung darstellt, weshalb wir hier eine ausfiihrlichere Formulierung wéhlen.

3.2.2 Lemma. (Hauptlemma)
Sei ¢ eine anisotrope Form iiber K mit n = dim(p) < 2F, k € Ng. Dann ezistiert eine
Korpererweiterung M von K mit den folgenden FEigenschaften:

(1) Es gibt ein s € Ny und einen Turm
KclLyclicCc...CLi=M

aus Korpererweiterungen, bei denen es sich sdimtlich um Funktionenkorper von Formen
der Dimension > 2% handelt.

(2) FEs ezistiert eine anisotrope (k+1)-fache Pfisterform T iber M, so dass @y eine Teilform
von T 18t.

(3) Alle anisotropen Formen iiber K bleiben anisotrop iber M (7).

(4) Der Korper M(T) ist eine unirationale Erweiterung von K.

[Hof95b, Main Lemma, Seite 462; Remark 1, Remark 2, Seite 466]

Beweis. Sei ( eine isotrope Form iiber K mit dim(¢) > 2¥ + 1, und sei Lo := K(¢). Dann
ist Lo nach Satz 2.1.19 rein transzendent mit transgradg (Lo) = | = dim(¢) — 1 > k + 1.
Folglich existieren [ {iiber K algebraisch unabhéngige Element Xi,...,X; € Lg. Setze 7 :=
<<)(17 PN ,Xk+1>> iiber L().

Nach Beispiel 2.1.21 gilt E := Lo(v/—X1) & Lo({1,X1))s. Dann ist durch die Menge
{V—X1,Xa,...,X;} sicherlich eine Transzendenzbasis von E iiber K gegeben und E eine
rein transzendente Erweiterung von K. Die anisotrope Pfisterform 7 wird von (1, X;) geteilt.
Deshalb ist 7 ® E hyperbolisch, und bei E(7) handelt es sich um eine rein transzendente
Erweiterung von E. Es folgt, dass der Funktionenkorper Lo(7) in der rein transzendenten
Erweiterung E(7) von K enthalten ist. Also bleiben alle iiber K anisotropen Formen iiber
Lo () anisotrop.

IDer Beweis des Hauptlemmas in [Hof95b] zeigt nur die Behauptungen (2) und (3). Auf den Seiten 466
und 467 beweist Hoffmann nachtriglich zunéchst Behauptung (1) (Remark 1), nach einer Idee von A. Wads-
worth, und dann Behauptung (4) (Remark 2). Diese Bemerkungen 1 und 2 liefern Alternativen fiir Teile des
urspriinglichen Beweises und lassen sich leicht in diesen einfiigen.
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Wir betrachten Korpererweiterungen F' von Ly, die die Eigenschaft

(®) 1. 7p ist anisotrop.
3
2. Alle anisotropen Formen iiber K bleiben anisotrop iiber F(7p)

haben. Beachte, dass Ly wie bereits gezeigt die Eigenschaft (&) hat. Setze

pP = TL - ¥PLoy PO = Pan, Lr = Lr—l(pr—l) und Pr = (pr—l & Lr)an-

firr =1,...,h, wobei h = h(p) sei. Dann ist (L, | 0 < 1 < h) ein generischer Zerfillungsturm
von p. Sei 0 < s < h maximal, so dass M := L, die Eigenschaft (®) hat. Nach Definition von
(&) ist Tas anisotrop. Weiterhin ist ¢ ® M (737) und somit auch ¢js anisotrop. Deshalb gilt
m :=i(par) < dim(p) < 2%, Fiir s > 0 und 0 < r < s erhalten wir

dim(p,) = dim(7) + dim(¢) — 2i(pr,) > 28T —dim(p) > 28T —2F = 2

Wir wollen zeigen, dass m = dim(y) gilt. Aus der Anisotropie von 73 und ¢y, folgt dann
©ap C 7 und somit die Behauptungen (1), (2) und (3).
Wir nehmen an, es gilt m < dim(p). Fiir r =0,...,s ist

o, L =L, = prL(i(pr,) x H).
Da 7as und ¢y anisotrop sind, muss dies auch fiir die Formen 77, und ¢, gelten. Also
existieren Formen 7/, ¢/ und ¥, iiber L,, so dass
L, ZXe LT er, Zxelel und  pr =Tl - (3.6)
gilt. Speziell fiir r = s folgt
dim(7}) = dim(7) — dim(y,) = 28T —m > 2M — dim(p) > 28+ — 2% = 2k,

Also ist 7/ ein Pfisternachbar von 7. Beachte, dass dim(ps) > dim(7!) > 2* und also
dim(ps) > 3 gilt. Wir wollen zeigen, dass auch M (ps) = Lsy; die Eigenschaft (@) hat. Dies
wire ein Widerspruch zur Maximalitét von s, aus dem m = dim(p) folgt.

Zunéchst beweisen wir, dass 7 ® M (ps) anisotrop ist. Nehmen wir an, 7® M (ps) sei isotrop
und somit hyperbolisch. Aus Satz 2.2.4 folgt die Existenz eines ¢ € M™* und einer Form [
iiber M, so dass

™ = apslfB = aril —aypl Ll

gilt. Sei b € D3%,(7}). Es folgt b,ab € D3, (7ar) = Gar(7ar) (vergleiche Korollar 1.2.16). Da 7
eine Pfisterform ist, ist die Menge D}, (7as) eine multiplikative Gruppe, weshalb a € Gr(7ar)
liegt. Somit erhalten wir

™ X oary 2Tl —¢llaf ¥ pslaf.

Hieraus folgt
psL(mxH) = 7yl —op & pslafl —om

und somit, dass aB.L — s hyperbolisch ist. Es gilt

2m = dim(B) + dim(p) > dim(8) +m
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und also dim(f5) < m < dim(p). Da a8.L — par hyperbolisch ist, widerspricht dies der Aniso-
tropie von ¢ys. Also ist 7 ® M(ps) anisotrop.

Als néchstes zeigen wir, dass jede anisotrope Form v iiber K iiber M (ps)(7 @ M(ps)) =
M (7ar)(ps @ M(7pr)) anisotrop bleibt. Beachte, dass 7/ ein Pfisternachbar von 75, und aufler-
dem eine Teilform von p; ist. Da die Funktionenkérper von 7. und 7y #quivalent sind, ist 7,
und entsprechend auch pg iiber M (1) isotrop. Also ist M (mar)(ps ® M(7ar)) eine rein tran-
szendente Erweiterung von M (7). Da M die Eigenschaft (@) hat, ist ¢ ® M (7) anisotrop.
Somit folgt dies auch fiir ¥ ® M (ps)(T @ M (ps)).

Also hat auch Lgi1 = M(ps) die Eigenschaft (®), und wir erhalten den gewiinschten
Widerspruch zur Maximalitdt von s.

Es bleibt noch Behauptung (4) zu zeigen. Am Anfang dieses Beweises hatten wir gesehen,
dass E = Lo({1, X1))s eine rein transzendente Erweiterung von K ist. Nun gilt

M(7) = Lo(po)(p1) .- (ps—1)(T) C E(po)(p1)...(ps-1)(7) := N.

Ist s > 1,s0gilt i(pr,) < dim(yp) < 2 fiir alle 0 < 7 < s. Es folgt dim(7) = 28t —i(pr, ) > 2F
(vergleiche (3.6)). Also ist die Teilform 7, von p, zusétzlich ein Pfisternachbar von 71, . Folglich
sind 7] und p, isotrop iiber E(po)(p1) ... (pr—1). Nach Satz 2.1.19 ist E(po)(p1) - -- (pr—1)(pr)
fir r = 0,...,s — 1 eine rein transzendente Erweiterung von K. Weiterhin ist N rein tran-
szendent iiber E(pg)...(ps), da 7g ~ 0 gilt. Ist s = 0, so ist N = E(7) offensichtlich eine
rein transzendente Erweiterung von K. Per Definition ist der Kérper M (7) unirational iiber
K. O

Wie bereits erwiihnt beruht unser Beweis des Anisotropiekriteriums auf dem Hauptlemma.
Im Gegensatz dazu haben Jirgen Hurrelbrink und Ulf Rehmann in [HR95] einen alternati-
ven, kiirzeren Beweis angegeben, der Methoden aus der algebraischen Geometrie verwendet.
Tatséchlich beweisen Hurrelbrink und Rehmann zuerst einige der Resultate, deren Beweise in
[Hof95b] auf dem Hauptlemma basieren, und erhalten so eine allgemeinere Version des Haupt-
lemmas als Folgerung. Da die nétigen Grundlagen hier nicht vorausgesetzt werden kénnen,
verzichten wir auf eine Wiedergabe dieses alternativen Beweises.

3.2.3 Theorem. (Anisotropiekriterium)
Seien ¢ und v anisotrope Formen iiber K, zu denen es ein k € Ng mit dim(¢) < 28 < dim(p)
gibt. Dann bleibt v @ K(p) anisotrop.

[Hof95b, Theorem 1, Seite 461]

Beweis. Nach dem Hauptlemma 3.2.2 existiert eine Korpererweiterung M von K und eine
(k + 1)-fache Pfisterform 7 iiber M, so dass @ps(;) anisotrop ist und +5; eine Teilform von 7
ist. Wir nehmen an 1 ® K (i) sei isotrop. Wegen K () C M (¢p) ist auch ¢ @ M () isotrop.
Es folgt, dass 7 ® M(p) isotrop und somit hyperbolisch ist. Also ist nach Satz 2.2.4 ¢
ghnlich einer Teilform von 7. Da dim(y) > 2% = 1 dim(7) gilt, ist ¢ ein Pfisternachbar von
7. Hieraus folgt der Widerspruch, dass ¢ ® M(7) isotrop ist. O

Als direkte Anwendung des Anisotropiekriteriums beweisen wir eine Charakterisierung
von Pfisternachbarn mit Hilfe von Funktionenkérpern. Wir wissen bereits, dass die Funktio-
nenkorper eines Pfisternachbarn und der zugehorigen Pfisterform dquivalent sind. Mit Hilfe
des Anisotropiekriteriums lésst sich leicht die umgekehrte Richtung zeigen. So unscheinbar
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der Beweis hierzu auch ist, so sei doch betont, dass ein so klares Verstindnis des Sachverhalts
nur durch das Anisotropiekriterium mdoglich wird.

3.2.4 Satz. Sei T eine anisotrope k-fache Pfisterform tber K mit k > 1 und ¢ eine beliebige
anisotrope Form tiber K. Die Funktionenkorper von ¢ und 7 sind genau dann K -dquivalent,
wenn @ ein Pfisternachbar von T ist.

[Hof95b, Proposition 2, Seite 471]

Beweis. Ist ¢ ein Pfisternachbar von 7, so folgt aus Satz 2.2.10 die K-Aquivalenz von K(p)
und K (7). Es gelte umgekehrt K (p) ~x K(7). Dann ist 7® K (¢) hyperbolisch, ¢ also &hnlich
einer Teilform von 7. Da ¢ ® K (7) ebenfalls isotrop ist, impliziert das Anisotropiekriterium
3.2.3, dass dim(p) > 2¥71 = £ dim(7) gilt. O

3.2.2 Charakterisierung von Pfisternachbarn

Sei ¢ eine Form iiber K, die nicht zerfillt, und (K, |0 < r < h) ein generischer Zerfillungs-
turm von .

3.2.5 Definition. Sei j € {0,...,h}. Wir sagen, die Form ker;(p) ist iiber K definiert,
wenn eine Form n dber K mit n @ K; = ker;(y) existiert. Dann heifst kerj(y) auch durch n
definiert.

Trivialerweise ist kerg(¢) = @an iiber K definiert. Ist dim(yp) gerade, so ist sicherlich
auch die 0-dimensionale Form kery(p) iiber K definiert. Sei dim(y) ungerade. Da fiir die
Diskriminante d(¢ ® Kj) = d(¢)K;? gilt, folgt ker,(¢) = (d(p)) ® Kj. Also ist kery,(y) fiir
jede Form ¢ iiber K definiert.

Sei ker;(y) tiber K durch 7 definiert, und sei (K] |0 <r < h) ein weiterer generischer
Zerféllungsturm von ¢. Dann gilt K, ~ K/ fiir alle r € {0, ..., h}. Aus Proposition 2.1.28 (2)
folgt (p® K]’.)an =20 K‘;‘. Dies bedeutet, dass Definition 3.2.5 unabhéingig von der Wahl des
generischen Zerfallungsturms von ¢ ist. Aus dem folgenden Satz folgt insbesondere, dass 1 bis
auf Isometrie eindeutig bestimmt ist.

3.2.6 Satz. Wir gehen von einer Form ¢ tber K, die nicht zerfdllt, und einem generischen
Zerfillungsturm (K, |0 <r <h) von ¢ aus. Sei j € {1,...,h}, und seien n; und 1y aniso-
trope Formen dber K mit dim(n;) < dim(p;—1) und 1, ® K; ~ ¢ ® K; firi = 1,2. Dann folgt
bereits 1 = 1.

[Kne77, Proposition 7.2, Seite 1]

Bewets. Indem wir unter Umstédnden ¢ durch ¢, ersetzen, kénnen wir ohne Einschriankung
annehmen, dass ¢ anisotrop ist. Die Form 7 habe unter allen Formen ¢ mit ( ® K; ~ ¢ ® K
minimale Dimension. Zeigen wir die Behauptung fiir n und 7, so gilt sie sicherlich auch fiir
71 und 7. Ohne Einschréankung koénnen wir also 71 = 7 annehmen.

Wir verfahren per Induktion nach j. Sei zuniichst j = 1. Nehmen wir an, 7; und 7, seien
nicht isometrisch. Dann besitzt n; L — 72 den nichttrivialen anisotropen Kern 1. Fiir diesen
gilt

PO K(p) ~ (pL—¢)@ K(p) ~ 0.
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Nach Satz 2.2.4 existiert eine Form x iiber K und ein a € K*, so dass ay) = ¢ 1y gilt. Es folgt
Q@ K(p) ~ —x ® K(¢). Wir erhalten

dim(n;) 4+ dim(nz) > dim(y) + dim(y)

und somit
dim(n;) — dim(x) > dim(p) — dim(n2) > 0. (3.7)

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitéit der Dimension von ;. Also muss 77 = 1o gelten.
Sei nun j > 2. Wir nehmen an, n; und 72 seien nicht isomorph und entsprechend auch nicht
dquivalent. Sei s € {0,...,j — 1} maximal, so dass 11 ® K und ns ® K, nicht dquivalent sind.
Ist s > 0, so wenden wir die Induktionsvoraussetzung fiir j — s auf die anisotropen Kerne von
m ® K und 72 ® K an und erhalten den Widerspruch (71 ® Ks)an = (72 @ Ks)an. Also muss
s = 0 gelten. Wegen der Maximalitét von s gilt 1 ® K (@) ~ 172 ® K (). Fiir den nichttrivialen
Kern ¢ := (m1L — 172)an gilt (@ K(p) ~ 0. Wie im Induktionsanfang existiert eine Form yx
mit ¢ ® K(p) ~ —x @ K(¢). Hieraus folgt insbesondere ¢ ® K; ~ —x ® K;. Aus Ungleichung
(3.7) folgt dann wieder ein Widerspruch zur Minimalitit von ;. O

3.2.7 Lemma. Seien ¢ und n anisotrope Formen tber K, fir die dim(p) > dim(n) und
© R K(p) ~n® K(p) gilt. Dann ist o L —n dhnlich einer anisotropen Pfisterform dber K.

[Kne77, Theorem 7.13, Seite 5]2

Beweis. Wir verfahren per Induktion nach m := dim(n). Fir m < 1 folgt die Behauptung
sofort aus Theorem 2.2.22.

Sei nun m > 2. Wir nehmen an, ¢ L — 7 sei isotrop. Dann existiert ein a € D} (¢) N D5 (n)
und Formen ¢’ und 7’ mit

Il

o = ¢'l{a) und =7l
Aus ¢ ® K(p) ~n® K(p) folgt
¢ @ K(p) ~ n'®K(p).

Ferner gilt dim(¢’) > m — 1 = dim(n’), da dim(¢) > m vorausgesetzt wurde. Folglich ist
¢ ® K(p) isotrop und es existiert eine K-Stelle K(¢') — K(¢)*. Da ¢’ eine Teilform von
¢ ist, muss auch ¢ ® K (¢') isotrop sein. Somit existiert auch eine K-Stelle K(p) — K(¢')>
und die Kérper K () und K(¢') sind K-dquivalent. Hieraus folgt

¢ RK(¢') ~ n@K(¢).

Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢’ I — n’ dhnlich einer anisotropen Pfisterform 7 iiber K.
Wegen dim(¢') > dim(n’) ist ¢’ ein Pfisternachbar von 7. Nach Satz 2.2.10 gilt

K(r) ~ K(¢') ~ K(p)

und insbesondere 7 ® K(p) ~ 0. Aus Satz 2.2.4 folgt die Existenz eines b € K* und einer
anisotropen Form ¢ mit dim(¢) < dim(¢) und b7 = ¢ L — (. Danun ( ® K(¢) ~ ¢ ® K(p) ~

2Der Beweis fiir die Anisotropie von ¢ L —n verlduft hier wie bei Knebusch in [Kne77]. Um dann zu zeigen,
dass ¢ — n dhnlich einer Pfisterform ist, wihlen wir einen kiirzeren Beweis, der das Anisotropiekriterium
verwendet.
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n® K(p) gilt, folgt aus Satz 3.2.6 der Widerspruch ¢ = n zu dim(n) = dim(¢) + 2. Also muss
¢l —n anisotrop sein.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢ — 7 dhnlich einer Pfisterform ist. Sei & € N mit 2¢~! <
dim(n) < 2% und L := K(pl — 7). Dann ist dim(pL — ) > 2dim(n) > 2* und nach dem
Anisotropiekriterium 3.2.3 ist 1y anisotrop. Wir nehmen an, ¢y, sei anisotrop. Da zusétzlich
oL ® L(pr) ~ n @ L(er) gilt, folgt aus dem bereits gezeigten, dass (pL — 7)) anisotrop
ist, was der Definition eines generischen Nullstellenkorpers widerspricht. Also ist ¢y, isotrop,
weshalb eine Stelle K () — L existiert und (oL —n)r ~ 0 gilt. Nach Theorem 2.2.22 ist
@l — n &hnlich einer Pfisterform. O

Dieses Lemma und das Anisotropiekriterium reichen bereits aus, um zu zeigen, dass aniso-
trope Pfisternachbarn der Dimension > 2 genau die Formen sind, fiir die der erste anisotrope
Kern iiber dem Grundkorper definiert ist. Knebusch hatte dies wohl bereits vermutet (siehe
[Kne77, Proposition 8.1, Seite 12]), konnte es jedoch nur fiir Pfisternachbarn beweisen, deren
Kodimension kleiner oder gleich 5 war. Hoffmann hat diese Charakterisierung von Pfister-
nachbarn dann in [Hof95b, Proposition 3, Seite 470] erstmals bewiesen. Dafiir bendstigte er
allerdings noch ein Resultat aus dem Artikel [Fit81] von Robert W. Fitzgerald.

3.2.8 Theorem. Fir eine anisotrope Form ¢ iber K mit dim(yp) > 2 sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(i) Die Form ¢ ist ein Pfisternachbar mit m-dimensionalem Komplement 1.

(i) FEs existiert eine anisotrope m-dimensionale Form n iber K so, dass dim(p) > m und
P& K(p) ~n @ K(p) gilt.

(iii) Der anisotrope Kern von ¢ @ K(p) ist iber K durch eine m-dimensionale Form n defi-
niert.

¢

Beweis. Die Folgerung ,,(iil) = (ii)‘
Lemma 3.2.7.
(i) = (iii): Sei ¢ ein Pfisternachbar der Kodimension m. Dann existiert ein a € K* und

ist trivial und die Aussage ,,(ii) = (i) folgt direkt aus

eine Pfisterform 7 iiber K so, dass ¢ 1 —n = a7 gilt. Die Funktionenkérper von ¢ und 7
sind dquivalent, und es folgt (¢ L —n) @ K(p) ~ 0 und somit p ® K(¢) ~ n® K(p). Da
dim(n) < 2* < dim(yp) gilt, folgt aus dem Anisotropiekriterium 3.2.3, dass n® K () anisotrop
ist. Wir erhalten Aussage (iii): (¢ ® K(¢))an =1 ® K(p). O

3.2.3 Exzellente Formen

Wir wissen nun, dass Pfisternachbarn iiber K genau die Formen sind, fiir die der erste aniso-
trope Kern iiber K definiert ist. Es existiert nun eine besondere Klasse von Pfisternachbarn,
die sich dadurch charakterisieren lassen, dass all ihre hoheren anisotropen Kerne iiber K defi-
niert sind. Dies sind genau die anisotropen, von Knebusch in [Kne77, Section 7] eingefiihrten
exzellenten Formen.

Zunéchst betrachten wir aber eine Verallgemeinerung von exzellenten Formen die von
Jiirgen Hurrelbrink und Ulf Rehmann in [HR93] eingefiihrt wurden. Es handelt sich dabei um



3.2. EXZELLENTE FORMEN 97

sogenannte Erweiterungen quadratischer Formen. Wir fithren diese bereits hier ein, da sich vie-
le der Resultate aus [Kne77, Section 7] direkt auf Erweiterungen von Formen verallgemeinern
lassen.

3.2.9 Definition. Sei ¢ eine Form iber K. Eine Form @ diber K heif$t 1-Erweiterung, falls
eine Sequenz @ =19, M, - .., Nt = Y existiert, so dass firr=1,...,t € Ny die Form n,_1 ein
Pfisternachbar mit Komplement n,. ist. Die Zahl t heif$t Ordnung der ¥-FErweiterung ¢ und
wird mit ord(y/1) bezeichnet. Wir nennen 1, das r-te Komplement von .

Die folgende Proposition findet sich urspriinglich als Proposition 7.9 in [Kne77, Seite 3]
fiir den Spezialfall exzellenter Formen. Der Beweis lésst sich allerdings fast komplett auf Er-
weiterungen quadratischer Formen iibertragen.

3.2.10 Proposition. Sei ¥ eine anisotrope Form tber K und ¢ eine anisotrope 1-Erwei-
terung der Ordnung t = ord(@/v). Dann wird fir r € {0,...,t} der r-te anisotrope Kern von
@ dber K durch (—1)"n, definiert, wobei n, das r-te Komplement von @ ist.

Beweis. Sei ¢ eine y-Erweiterung. Dann existiert eine Sequenz ¢ = ng, 11, ..., 7 = ¥ wie in
Definition 3.2.9. Sei weiter (K, |0 < s < h) ein generischer Zerféllungsturm von ¢. Es bietet
sich an, per Induktion nach ¢ zu verfahren. Der Fall t = 0 ist trivial. Ist ¢ = 1, so ist ¢ ein
Pfisternachbar mit Komplement . Aus Theorem 3.2.8 folgt ker;(¢) = —¢ ® K.

Nun sei ¢t > 2. Aus Theorem 3.2.8 folgt, dass ker;(¢) = —n; gilt. Sei £ € N mit 271 <
dim(p) < 2F. Da dim(n,) < 2! fiir r € {1,...,t} gilt, folgt aus dem Anisotropiekriterium,
dass n, ® K fiir r = 1,...,t anisotrop ist. Wir erhalten eine Sequenz

771®K17 772®K1u LR 77t®K17

so dass 17,1 ® K; fiir r = 2,...,t ein Pfisternachbar mit Komplement 7, @ K; ist. Also ist
die Form 71 ® K eine ¢, -Erweiterung der Ordnung ¢ — 1. Sicherlich ist (K, |1 <s<h)
ein generischer Zerfillungsturm von n; ® Ki. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass fiir
r=1,...,t der (r—1)-te anisotrope Kern von n; ® K; iiber K; durch (—1)7”_17% ® K7 definiert
ist. Fur r = 2,...,t folgt

ker,(p) = ker,_i(—m ® K1) = (*1)T71(*77T) ® K, = (-1)"'n ® K,.
Also ist fiir r = 0,...,t der r-te anisotrope Kern von ¢ iiber K durch (—1)"n, definiert. O

3.2.11 Definition. Sei ¢ eine Form dber K. Ist dim(p) < 1, so ist ¢ exzellent. Ist dim(p) >
2, so heifst ¢ exzellent, falls ¢ ein Pfisternachbar ist, dessen Komplement exzellent ist.

Eine Form ¢ ist also genau dann exzellent, wenn eine Sequenz

@ ="o0, M, N2y -+ T (38)

existiert, so dass dim(n;) < 1 gilt und 7,._; fiir r = 1, ..., ¢ ein Pfisternachbar mit Komplement
7, ist. Mit anderen Worten ist eine exzellente Form eine n-Erweiterung mit dim(n;) < 1. Wir
schreiben abkiirzend ord(y) := ord(¢/n;).

3.2.12 Korollar. Fiir eine anisotrop exzellente Form ¢ iber K gilt h(v) = ord(y).
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3.2.13 Beispiel. Sei K ein formal reeller Kérper. Dann ist die Form s x (1) fiir beliebiges
s € N anisotrop. Sei s > 2, k € Ny mit 2 <« g <26 und 1 < m < 28 mit s = 28 + m.
Dann ist sicherlich s x (1) ein Pfisternachbar der Form 28! x (1) mit Komplement (2% —m) x
(1). Offensichtlich ist auch (2% —m) x (1) wieder ein Pfisternachbar, und so folgt sofort per
Induktion, dass s x (1) fiir beliebiges s € Ny exzellent ist. A

Knebusch musste in [Kne77] das folgende Theorem 3.2.15 noch ohne die Charakterisierung
von Pfisternachbarn aus Theorem 3.2.8 beweisen. Letzteres Resultat stellt jedoch ein wesent-
liches Hilfsmittel fiir den Beweis von Theorem 3.2.15 dar. Dieser verkiirzt sich dadurch auf
weniger als die Hélfte der Liange des urspriinglichen Beweises von Knebusch (siehe [Kne77,
Theorem 7.14, Seite 5]) und wird zudem wesentlich anschaulicher.

3.2.14 Lemma. Seien o und 1y Formen iber K mit dim(p) > 29€¥). Dann gilt deg(v)) =
deg(v ® K(g)). Ist ¢ anisotrop, dim(zp) = 21 und dim(yp) > 2% mit k € Ny, so ist insbe-
sondere ¢ genau dann dhnlich einer Pfisterform, wenn dies fir ¢ @ K(p) gilt.

Beweis. Ist ¢ isotrop, so sind beide Behauptungen trivial. Sei ¢ fortan also anisotrop. Ist
dim(¢)) ungerade oder 1 hyperbolisch, so die erste Behauptung trivial. Entsprechend sei
dim(¢)) gerade, dim(tqyn) > 1, L ein Leitkérper von ¢ und 7 die Leitform von ¢ iiber L.
Nach Satz 2.2.34 (2) gilt genau dann deg(y ® K(¢)) > deg(¢)), wenn ¢, eine Teilform von
7 ist. Da aber nach Voraussetzung dim(y) > 2% = dim(7) gilt, ist dies unméoglich. Also muss
deg(v) ® K (1)) = deg(1)) gelten.

Gilt ¢ € GPy41(K), so gilt sicherlich auch ¥k (,) € GPyy1(K (). Ist nun dim(y) = 2~ +1
und 1) nicht dhnlich einer Pfisterform, so muss deg(¢) < 2¥ sein. Aus dem bereits Bewiesenen
erhalten wir deg(¢y) = deg(v @ K(¢)) < 2FF1 weshalb auch 1 ® K () nicht #hnlich einer
Pfisterform sein kann. O

3.2.15 Theorem. Sei ¢ eine anisotrope Form iiber K. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Die Form y ist exzellent.
(i) Alle héheren Kerne von ¢ sind iber K definiert.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) folgt sofort aus Proposition 3.2.10. Sei also ¢ eine anisotrope
Form, fiir die alle hoheren Kerne iiber K definiert sind. Wir verfahren per Induktion nach der
Hohe h := h(yp). Fir h = 0 ist dim(¢) < 1 und somit ¢ exzellent. Ist h = 1, so ist ¢
ghnlich einer Pfisterform oder dem reinen Anteil einer Pfisterform. Insbesondere ist ¢ ein
Pfisternachbar dessen Komplement Dimension 0 oder 1 hat. Also ist ¢ exzellent.

Sei h > 2 und (K, |0 < s < h) ein generischer Zerfillungsturm von ¢. Da der erste aniso-
trope Kern von ¢ iiber K durch eine Form 7, definiert ist, folgt aus Theorem 3.2.8, dass ¢ ein
Pfisternachbar mit Komplement —7; ist. Es hat n; ® K7 die Hshe h— 1, und (K |1 < s < h)
ist ein generischer Zerfillungsturm von 77 ® Kj. Sei r € {2,...,h} beliebig. Dann existiert
eine Form 7, iiber K, so dass ker,(¢) = n, ® K, gilt. Es folgt ker,_1(m ® K1) & 1, ® K,.
Also sind auch fiir 7; ® K7 alle hoheren anisotropen Kerne iiber K7 definiert. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist 7; ® K7 exzellent, und die Sequenz

n1®K17 _772®K17 773®K17 ceey (_1)h_177h®K1’
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hat die Eigenschaften, dass dim(n, ® K1) < 1 gilt und fiir r = 2,...,h die Form n,_1 ®
K, ein Pfisternachbar mit Komplement —7, ® K; ist. Insbesondere existiert ein k& > 2 mit
dim(n,_; L—n,) < 2F < dim(y) fiir aller = 2, ..., h. Nach Lemma 3.2.14 sind auch die Formen
Nr—1L —n, fiir = 2,..., h jeweils dhnlich einer Pfisterform. Also ist 7,_; ein Pfisternachbar
mit Komplement 7, iber K. Wir wissen bereits, dass ¢ ein Pfisternachbar mit Komplement
—mn; ist. Fir die Sequenz

© =00, —M1s M2y —N3s -y (—1) mp

gilt also dim(ny) < 1, und fir r = 1,..., h ist n,_; ein Pfisternachbar mit Komplement —,..
Folglich ist ¢ exzellent. O

Bisher haben wir nur anisotrope Erweiterungen quadratischer Formen betrachtet. Es stellt
sich die Frage, wie es mit den hoheren anisotropen Kernen von isotropen Erweiterungen aus-
sieht. Der folgende Satz liefert genau auf diese Frage eine Antwort, die es uns ermdoglicht
Proposition 3.2.10 und Theorem 3.2.15 auch auf isotrope Erweiterungen quadratischer For-
men bzw. auf isotrope exzellente Formen anzuwenden.

3.2.16 Satz. Sei ¢ eine Y-Erweiterung der Ordnung s tber K. Ist v isotrop, so sind die
anisotropen Kerne von ¢ und (—1)%¢ isometrisch. Falls 1 anisotrop ist, so existiert ein r €
{1,...,8} mit pan = (=1)"n,. Insbesondere ist der anisotrope Kern einer exzellenten Form
wieder exzellent.

[HR93, Proposition 2.4]

Beweis. Ist ¢ anisotrop, so ist nichts zu zeigen. Sei ¢ also isotrop. Dann ist ¢.ln; &dhnlich
einer Pfisterform und somit hyperbolisch. Es folgt ¢ ~ —n;. Uber ein einfaches, induktives
Argument folgt die Behauptung. O

3.2.4 Anatomie

Das folgende Lemma steht auch in dhnlicher Form als Corollary 3.3 in [HR93]. Dort wird aller-
dings nur der Spezialfall von exzellenten Formen betrachtet. Doch das Resultat ist allgemeiner
fiir beliebige Pfisternachbarn giiltig.

3.2.17 Lemma. Fir einen isotropen Pfisternachbarn ¢ gilt genau dann i(p) = 1, wenn sein
Komplement anisotrop ist und dim(p) = 2% + 1 mit k € Ny gilt.

Beweis. Sei 1 das Komplement von ¢. Es gilt ¢ ~ —1, da die zu ¢ gehorige Pfisterform
hyperbolisch ist. Ist i(¢) = 1, so folgt aus dim(¢)) < dim(p) — 2 die Anisotropie von 1. Also
muss dim(¢)) = dim(p) — 2 gelten. Da dim(¢_L1)) eine 2-er Potenz ist, folgt dim(p) = 2% + 1
mit k € No.

Sei umgekehrt dim(yp) = 2¥ 4+ 1 und ¢ anisotrop. Es ist ¢ eine ¢-Erweiterung vom Grad
1. Nach Satz 3.2.16 muss a4, = ¢ gelten. Aus dim(p L) = 2¥+1 folgt i(yp) = 1. O

Die Stufe eines Korper K ist definiert als die kleinste Zahl s(k) € N, so dass —1 € D3 (s x
(1)) liegt. Ist —1 in K nicht als Summe von Quadraten darstellbar, so wird s(K) := oo gesetzt.
Pfister hat bewiesen, dass die Stufe eines Koérpers immer eine Potenz der 2 oder unendlich ist
(siehe zum Beispiel [Pfi95, Theorem 1.3, Seite 42]). Mit den bisher erarbeiteten Hilfsmitteln
ergibt sich ein alternativer Beweis dieses Resultats.
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3.2.18 Theorem. Die Stufe s(K) eines Kiorpers K ist unendlich oder eine Potenz der 2.
[HR93, Remark 3.4]

Beweis. Ist s(K) = oo, so ist nichts zu zeigen. Sei s = s(K) < oo. Nach Voraussetzung
gilt —1 € D3 (s x (1)). Das heifit, es existiert eine Darstellung s x (1) = @1 (—1) mit einer
anisotropen Form ¢. Also hat (s + 1) x (1) = o LH den Wittindex 1. Wie in Beispiel 3.2.13
zeigt man, dass (s + 1) x (1) ein Pfisternachbar ist. Somit existiert nach Lemma 3.2.17 ein
k € Ng mit dim((s + 1) x (1)) = 2¥ 4 1. Es folgt s = 2*. O

Weiterhin ist es uns moglich zu zeigen, dass zu jeder Potenz der 2 ein Kérper mit entspre-
chender Stufe existiert. Es ist sicherlich s(R) = co. Sei k € Ny und L = R((2¥+1) x (1)). Nach
dem Anisotropiekriterium 3.2.3 ist (r x (1)), fiir alle r < 2* anisotrop. Per Definition ist aber
((2F4-1) x (1)), isotrop. Dies bedeutet —1 ¢ Dy (rx (1)) fiir alle » < 2¥ und —1 € D (2% x(1)).
Es folgt s(L) = 2*.

Nun wollen wir induktiv Funktionen definieren, die uns zu einer exzellenten Form ¢ die
Zahl ord(¢) und die Dimensionen der hoheren Komplemente liefern. Sei

R:Ns>y — N, nl—>(k€N‘2k_1<n§2k), (3.9)

und
C : N>y — Np, n—s 2RM) _p

die komplementdre Zahl von n. Leicht sieht man, dass fiir einen n-dimensionalen Pfisternachbar
¢ gerade 27(") = () die Stufe und C(n) die Dimension des Komplements von ¢ ist.
Weiter definieren wir induktiv eine Funktion H : Ny — Ng durch

H0)=H(1)=0 und H(n)=H(C(n))+1 fiirn>2.
Sei nun n € Ny fest. Fiir j € {0,..., H(n)} definiere die Zahl C}(n) induktiv durch
Co(n)=n und Cijt1=C(Cj(n)), j=0,....,H(n)—1.

3.2.19 Satz. Sei g eine exzellente Form der Dimension n iber K, n € No. Dann ist ord(p) =
H(n), und fiir jedes r € {0,...,ord(¢)} hat das r-te Komplement von ¢ die Dimension C..(n).

Beweis. Zunichst beweisen wir die Behauptung iiber die Ordnung von ¢ per Induktion nach
n. Fir n <1 ist die Behauptung trivial.

Sei n > 2, 7 die zu ¢ gehorige Pfisterform und 7 das Komplement von ¢. Es gilt dim(n) =
C(n), und aus der Induktionsvoraussetzung folgt

ord(p) = ord(n)+1 = H(C(n))+1 = H(n).

Fir n = 0,1 ist die Behauptung iiber die hoheren Komplemente trivial. Betrachte ein
festes n > 1. Wir verfahren per Induktion nach r € {0,...,ord(¢)}. Ist r = 0, so ist Cy(n) =
n = dim(y).

Sei nun 0 < r < ord(p) = H(n). Sei das (r — 1)-te und das r-te Komplement von ¢ iiber
K jeweils durch n,._; und 7, gegeben. Wir wissen, dass 7,_1 L — 7, &hnlich einer Pfisterform
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iiber K ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist C,_1(n) = dim(n,_1). Fiir die komplementére
Zahl gilt C(dim(n,—1)) = dim(n,). Wir erhalten

Cr(n) = C(Cra(n)) = C(dim(ny—1)) = dim(n,).
O

Der eben bewiesene Satz besagt, dass die Hohe und die Dimensionen der héheren aniso-
tropen Kerne einer anisotropen, exzellenten Form ¢ bereits vollstdndig durch die Dimension
von ¢ bestimmt sind.

3.2.20 Beispiele. (1) Sei K ein formal reeller Korper und s € N. Nach Beispiel 3.2.13 ist
die Form s x (1) exzellent. Somit ist auch —(s x (1)) exzellent. Sei ¢ = (—1)¥(s x (1))
mit v € {0,1}. Sofort folgt, dass ¢ Hohe H(s) hat. Nach Proposition 3.2.10 ist der r-te
anisotrope Kern von ¢ iiber K durch (—1)""(C,.(n) x (1)) definiert.

(2) Wir wollen das Zerfiillungsverhalten aller Formen iiber R bestimmen. Aus Beispiel 1.2.17
wissen wir, dass W(R) & Z gilt. Dies bedeutet, dass eine beliebige anisotrope s-dimensio-
nale Form ¢ iiber R isometrisch zu (—1)¥(s x (1)) mit v € {0,1} ist, s € Ny. Mit Hilfe
von Beispiel 3.2.13 sehen wir, dass jede Form iiber R exzellent ist, und aus (1) kénnen wir
das gesamte Zerfillungsverhalten von ¢ ablesen.

A

Sei k € Ng. Wir stellen die Frage, welche Dimension eine exzellente Form mit R(n) = k
haben muss, um unter diesen Formen maximale Hohe zu besitzen. Dazu definieren wir induktiv

eine Abbildung N, : N — Ny durch
N,(1) =0, N,(2) =2 und Ny(k) =2 = N, (k—1), k>3
Wir definieren eine weitere Abbildung N, : N — N durch
N,(1) =1 und Nu(k) = Ny(k) + (=1)".

3.2.21 Satz. Sei k € N. Fir 0 < n < 2% gilt grundsditzlich H(n) < k — 1. Weiterhin ist
n = Ny(k) fir k > 2 die eindeutige gerade Zahl mit 28=1 < n < 2% fir die H(n) = k — 1
gilt, und n = N, (k) ist fir k > 2 die eindeutige ungerade Zahl mit 281 < n < 2%, fiir die
H(n)=k—1 gilt.

Beweis. Wir verfahren per Induktion nach n. Fiir n = 0,1 ist die erste Behauptung trivial,
da k > 1 vorausgesetzt wurde. Sei also n > 2. Dann folgt £ > 2. Ist n eine 2-er Potenz, so
gilt H(n) =1 < k — 1. Wir schlieen diesen Fall also aus. Sei k¥ minimal mit n < 2¥. Dann ist
C(n) < 2=, Aus der Induktionsvoraussetzung folgt

Hn) = HC(n)+1 < (k=1)—1+41 = k—1.

Damit ware die erste Behauptung bewiesen.

Um den zweiten Teil der Behauptung zu zeigen, verwenden wir Induktion nach k. Es ist
N,(2) = 3, H(3) = 1 und 3 die einzige Zahl n mit 2 < n < 4. Fiir k¥ = 2 ist hiermit die
Behauptung bewiesen. Weiterhin ist H(5) = 2, H(6) = 2 und H(7) = 1. Aus Ny(3) = 6 und
N, (3) = 5, folgt somit die Behauptung fiir £ = 3.
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Sei nun k£ > 3. Wir betrachten zunéchst nur IV,. Die Induktionsvoraussetzung besagt, dass
2k=2 < N, (k — 1) < 2*~1 gilt. Insbesondere ist 2¥ > Ny (k) = 2¥ — Ny (k — 1) > 2*~1. Es folgt
C(Ny(k)) = 2F — N,(k) = N,(k — 1) und wir erhalten

H(N,(k)) = H(C(Ny(k)))+1 = H(Ny(k—1)+1 = (k—=1)—1+1 = k—1. (3.10)

Nach Induktionsvoraussetzung ist m = Ny(k — 1) die einzige natiirliche Zahl mit 2¥=2 < m <
2k=1 und H(m) = k — 2. Niihmen wir an, es gibe ein r # Ny(k) mit 2= < r < 2¥ und
H(r) = k — 1, so erhielten wir den Widerspruch H(2* — r) = k — 2 zur Eindeutigkeit von
Ny(k—1).

Betrachte nun N,. Man rechnet leicht nach, dass auch hier N, (k) = 2% — N,(k — 1)
gilt. Da sogar 2¥ — 2 > Ny (k) > 251 + 2 gilt, erhalten wir 2¥ > N, (k) > 2*~1 und somit
C(Ny(k)) = 2% — Ny (k) = Ny(k —1). Indem wir in Gleichung (3.10) alle N, jeweils durch N,
ersetzen, erhalten wir die Behauptung H (N, (k)) = k — 1. Die Aussage iiber die Eindeutigkeit
folgt analog wie fiir N,. O

Fiir eine anisotrope, exzellente Form der Dimension n € Ny ist die Hohe durch H(n) gege-
ben. Die Hohe einer beliebigen Form ist wesentlich schwieriger zu berechnen. Im Allgemeinen
ist dies ein noch ungeldstes Problem. In [Hof95b, Lemma 3, Seite 470] zeigt Hoffmann, dass
fiir eine anisotrope Form ¢ iiber K der Dimension n = 2¥ + m mit k € Ny und 0 < m < 2F
grundsiitzlich 1 < i1(p) < m gilt. Ist i1(¢) = m, so sagen wir, ¢ habe mazimale Zerfillung.
Wir haben bereits gezeigt, dass anisotrope Pfisternachbarn grundsétzlich maximale Zerfallung
besitzen. Folglich haben alle héheren Komplemente einer anisotropen, exzellenten Form ¢ ma-
ximale Zerfillung. Dies legt die Vermutung nahe, dass h(p) < h(9) fiir jede anisotrope Form 1
iiber K mit dim(yp) = dim(¢)) gilt. Genau diese Vermutung haben Jiirgen Hurrelbrink, Nikita
A. Karpenko und Ulf Rehmann in [HKR04] bewiesen.

3.2.22 Theorem. Fiir eine anisotrope, n-dimensionale Form 1 tiber K mit n € Ny gilt
h(y) > H(n).

[HKRO04, Theorem 1.1]

Sei ¢ eine beliebige 1-Erweiterung der Ordnung ¢ € N iiber K und

©=10, Ny ooy M =7

die zugehorige Sequenz hoherer Komplemente von ¢. Dann existiert fiir r € {0,...,t—1} zum
Pfisternachbar 7, eine eindeutig bestimmte Pfisterform 7, iiber K.

Sei o eine weitere Pfisterform tiber K. Dann ist sicherlich ¢ ® o eine (¢ ® o)-Erweiterung,
und es gilt ord(p @ 0 /9 ® o) = ord(¢/1). Ferner ist fiir r = 1,...,t das r-te Komplement von
¢ ® o durch 7, ® o gegeben. Umgekehrt interessiert uns nun die Frage, welche Pfisterformen
eine gegebene ¥-Erweiterung teilen.

3.2.23 Lemma. Fir alle 0 < i < j <t —1 existiert eine Pfisterform p;; mit dim(p;;) > 1
und 7 = T @ pij-

[Kne77, Lemma 7.16, Seite 8]

Beweis. Wir betrachten zunéchst nur den Fall j = i+ 1. Der allgemeine Fall folgt dann sofort

per Induktion. Seien &, € N mit dim(7;) = 2* und dim(7;) = 2!. Sicherlich gilt [ < k. Ist 7;
hyperbolisch, so wéhlen wir p;; hyperbolisch mit dim(p;;) = 2k=! und erhalten 7; = T ® pij-
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Sei nun 7; anisotrop. Die Funktionenkérper K (7;41) und K (7;4+1) sind dquivalent iiber K.
Weiterhin zerfillt 7; ® K (1;41) und somit auch 7; ® K(7;41), da 7 und n; Ln;41 dhnlich sind.
Nach den Sétzen 2.2.5 und 3.1.1 existiert eine Pfisterform p;; mit 7; = 7,41 ® ps;. O

3.2.24 Proposition. Sei ¢ ein geradedimensionale 1-Erweiterung iber K mit dim(p) > 2
und ord(p/v) = t € N. Jede k-fache Pfisterform o mit k € N, die ¢ teilt, teilt fir alle
r € {0,...,t — 1} auch das r-te Komplement n, von . Ist @ exzellent, so gilt insbesondere
U|Tt—1 .

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion nach ¢t = ord(¢/4). Fiir ¢t = 0 ist die Behaup-
tung trivial. Sei ¢ > 1. Ist 7 hyperbolisch, so wird 79 wegen dim(o) < dim(7p) trivialerweise
von o geteilt. Es existieren also Formen 7§ und ¢’ iiber K mit 70 2 7 ® 0 und ¢ = ¢’ ® 0.
Nach Satz 3.1.1 kann 7 als Pfisterform gewihlt werden, weshalb aus Dimensiongriinden ¢’
ein Pfisternachbar von 7 ist. Sei i} das Komplement von ¢’. Dann gilt

arg = atg @0 = (¢ In)) ®o = pl(n ®o)

mit @ € K* und und es folgt n] ® o = n;. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt sofort die
Behauptung.

Sei nun 7 anisotrop. Dann gilt ¢ ® K (o) ~ 0 und somit nach Voraussetzung ¢ ® K (o) ~ 0.
Sofort folgt 70 ® K (o) ~ 0 und die Existenz einer Stelle K (p) — K (o). Wir erhalten

0~ peK(o) ~ —m @ K(o).

Nach Satz 2.2.5 teilt o auch 7;. Die Form 7, ist eine ¢-Erweiterung der Ordnung ord(n, /¢) =
t — 1. Wieder folgt aus der Induktionsvoraussetzung die Behauptung. O

3.2.25 Proposition. Sei ¢ cine geradedimensionale, exzellente Form iiber K mit dim(yp) > 2.
Dann existiert eine exzellente Form v tber K mit ¢ = ¥ ® 14_1. Die Form 1 hat ungerade
Dimension.

[Kne77, Proposition 7.17 (i), Seite 8]

Beweis. Wieder verfahren wir per Induktion® nach ¢ = ord(yp) € N. Die Behauptung ist fiir
t = 1 trivial. Betrachte den Fall ¢ = 2. Da ¢ gerade Dimension hat, ist dim(7s) = 0 und somit
7 dhnlich der Pfisterform 7. Nach Lemma 3.2.23 existiert eine Pfisterform 7 mit dim(7) > 2
und 79 =2 7w ® 7. Ist 7y hyperbolisch, so auch 7y, und da n; hyperbolisch ist, muss dies auch
fiir ¢ gelten. Sofort folgt die Existenz einer Form v mit ¢ 2 ® 71. Sei nun 71 anisotrop. Es
ist 70 ® K (71) hyperbolisch und ¢ ® K (1) somit isotrop, weshalb eine Stelle K (¢) — K (1)
existiert. Hieraus folgt
@ K(m1) ~ —m @ K(m1) ~0.

Nach Satz 2.2.5 existiert auch in diesem Fall eine Form ¢ mit ¢ = ¢ ® 7y. In jedem Fall ist

dim(To)
dim(y)

dim(y) = —1 = dim(7) — 1.

Da 7 von gerader Dimension ist, hat ¢ ungerade Dimension.

3Knebusch hat in seinem Beweis die Induktionsvoraussetzung t = 2 vergessen. Diese wird allerdings
benétigt, da der Induktionsschritt von Knebusch nur fiir ¢ > 2 funktioniert.
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Sei nun ¢t > 2 und a € D} (n1) mit pLn = arp. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
eine exzellente Form ¢ ungerader Dimension, so dass 11 = 731 ®  gilt. Sei o die zu ( gehorige
Pfisterform, x das Komplement von ¢ und b € D} (¢) mit (_Lx = bo. Da ( ein Pfisternachbar
von ¢ ist, muss 77 ein Pfisternachbar von 7_; ® o sein. Aus der Eindeutigkeit der zu
gehorigen Pfisterform folgt m = 71 ® 0. Nach Lemma 3.2.23 existiert eine Pfisterform 7 mit
dim(7) > 2 und

TO 2 TRT ETR0Q 1.

Aus t > 2 folgt? dim(n) > 2 und somit ¢ S bo. Also ist ¢ eine Teilform von br ® o mit
2dim(¢) < dim(w ® o). Sei dann ¢ der Pfisternachbar von 7 ® o mit ¥ 1{ = br ® 0. Da
¢ exzellent und dim(¢) ungerade ist, ist auch v exzellent mit ungerader Dimension. Durch

Multiplikation von 731 erhalten wir
(11 ®@Y)Llm 2 rRo®n_1 = brp.

Aus den Beobachtungen im Absatz nach Definition 2.2.8 folgt by = a7y und somit die Be-
hauptung 7.1 ® ¥ = . O

3.2.26 Proposition. Sei ¢ eine exzellente Form mit dim(yp) > 2 und t = ord(yp) € N.
Weiterhin sei r € N mit r < t.

(1) Ist r ungerade, so ist pLn, exzellent und ein Pfisternachbar von 1g.

(2) Falls r gerade ist, existiert eine exzellente Form ¢ mit ¢ = ¢ Ln,. Istr = 2 und dim(7y) =
2dim(m ), so sind ¢ und Ty dhnlich. Andernfalls ist 1 ein Pfisternachbar von 1.

[Kne77, Proposition 7.18, Seite 9]

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach 7. Sei a € D (). Der Induktionsan-
fang r = 1 ist trivial. Als néchstes behandeln wir den Fall, dass » = 2 und dim(7g) = 2 dim(my)
gilt. Nach Lemma 3.2.23 existiert ein ¢ € K* mit 79 = 7 Lcr. Weiterhin gilt ¢ Ln; = amg und
mLlns = am. Es folgt

pln = arplacn = mlnglacr.

Witts Kiirzungssatz 1.1.17 liefert ¢ = acmy Lns.

Von nun an sei r > 2. Wir schlieflen den Fall r = 2 und dim(7y) = 2dim(m) aus. Sei
zunichst r gerade. Nach Induktionsvoraussetzung ist x := 1117, exzellent und ein Pfister-
nachbar von 7. Ist 7o hyperbolisch, so existiert wegen dim(y) < § dim() sicherlich eine Form
¥ mit y LY = arg. Sei 79 nun anisotrop. Da die Funktionenkérper von y und 71 dquivalent
sind, folgt aus Lemma 3.2.23, dass 79 ® K (x) zerfillt. Es gibt also in jedem Fall eine Form
iiber K mit

olm = arg = x1ly = gl Ly,

Hieraus folgt ¢ = ¢Ln,. Ist ¢ > 2, so gilt sicherlich dim(x) < dim(7y), weshalb ¢ ein Pfi-
sternachbar von 7y ist. Im Fall ¢ = 2 haben wir die Moglichkeit dim(7) = 2dim(7;) bereits
ausgeschlossen, weshalb auch hier ¢ ein Pfisternachbar ist. Die Form v ist exzellent, da ihr
Komplement x exzellent ist.

4Genau an dieser Stelle ist die Voraussetzung ¢t > 2 unbedingt notwendig, da fiir ¢ = 2 wie bereits zuvor
festgestellt dim(n2) = 0 gilt.
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Schliefllich sei r ungerade und also r > 3. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine
exzellente Form x iiber K mit n; = xLn,. Es folgt (¢Ln,.)Lx = arp. Sicherlich ist ¢ 17, ein
Pfisternachbar von 7y, der zudem exzellent ist, weil y bereits exzellent ist. O

Sei ¢ eine exzellente Form ungerader Dimension mit dim(y) > 3, Komplement 7; und
Hohe h. Weiterhin sei 7y die zu ¢ und 7, die zu 7; gehorige Pfisterform. Ist ¢ anisotrop,
so wissen wir, dass kerp(¢) iiber K durch (d(p)) definiert ist. Wir bendtigen eine #hnliche
Aussage fiir den allgemeinen Fall.

3.2.27 Lemma. Sei ¢ eine exzellente Form ungerader Dimension n > 3 dber K, und sei
t = ord(p) € N. Dann gilt n, = (—1)"(d(p)).

Beweis. Wir verfahren per Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 1 existiert ein | € N, eine [-fache
Pfisterform o iiber K und ein ¢ € K* mit ¢ = aop. Aus n > 3 folgt | > 2 und somit
d(ac) = 1. Nach Lemma 2.2.13 gilt n1 = (—d(¢)).

Sei nun ¢ > 1. Es ist ord(n) = ¢t — 1. Sei x das ord(n;)-te Komplement von 7;. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt x = (—1)°*4")(d(n,)). Da ¢ ungerade Dimension hat, folgt aus
Lemma 2.2.13 die Behauptung n; 22 x = (—1)"(d(y)). O

Als unmittelbare Folgerung aus Proposition 3.2.26 ergibt sich mit Hilfe des eben bewiesenen
Lemmas das folgende Korollar.

3.2.28 Korollar. Sei ¢ eine ungeradedimensionale, exzellente Form tber K mit dim(p) > 3.
Ist ord(yp) ungerade, so ist oL — (d(p)) exzellent und ein Pfisternachbar von 7y. Falls ord(y)
gerade ist, existiert eine Zerleqgung ¢ = 1 L{(d(p)) mit einer exzellenten Form 1 iiber K. Ist
dim(p) = 2¥ + 1 mit k € N, so sind ¢ und 1, dhnlich. Andernfalls ist ¢ ein Pfisternachbar
von Tp.

3.2.5 Exzellente Formen der Dimension < 12

Im Folgenden wollen wir exzellente Formen charakterisieren, deren Dimension nicht gréfer als
12 ist. Sei ¢ eine Form iiber K. Ist n := dim(y) < 1, so folgt die Exzellenz von ¢ direkt aus
Definition 3.2.11. Gilt ¢ = (a,b) mit a,b € K*, so ist ¢ = a(1,ab) dhnlich einer Pfisterform
und somit exzellent. Sei nun dim(yp) = 3 und a,b,c € K* mit ¢ = a(1l,b,c). Dann ist ¢ ein
Pfisternachbar von (b, ¢)) mit Komplement a{bc), also exzellent.

Ist dim(y) = 4, so ist ¢ genau dann exzellent, wenn ¢ #hnlich einer Pfisterform ist.
Wenn ¢ #hnlich einer Pfisterform ist, so gilt d(p) = 1 nach Beispiel 1.2.23. Sei andererseits
d(p) = det(yp) = 1. Es existieren a,b,¢,d € K* mit ¢ = a(l,b,¢,d). Nach Lemma 1.1.16
koénnen wir d = bc wihlen. Somit ist ¢ dhnlich einer Pfisterform. Dies bedeutet, dass ¢ genau
dann exzellent ist, wenn d(¢) = 1 gilt.

3.2.29 Proposition. (dim(yp) < 4)
Jede Form ¢ der Dimension n < 3 tber K ist exzellent. Eine 4-dimensionale Form ¢ tber K
ist genau dann exzellent, wenn d(p) =1 gilt.

Wir schieben den Fall dim(p) = 8 ein. Sei zunichst ¢ exzellent. Dann ist ¢ dhnlich einer
3-fachen Pfisterform, weshalb ¢ € I*(K) gilt. Es folgt d(¢) = 1, und nach Proposition 1.3.25
gilt auBlerdem c(p) = 1.
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Umgekehrt setzen wir nun d(¢) = 1 und c(¢) = 1 voraus. Ist ¢ hyperbolisch, so ist ¢
wegen dim(p) = 8 trivialerweise exzellent. Sei nun ¢ ¢ 0. Dann folgt aus Satz 2.2.25, dass
deg(y) > 3 sein muss. Aus Dimensionsgriinden folgt deg(¢) = 3, und wir sehen sofort, dass ¢
dhnlich einer 3-fachen Pfisterform und somit exzellent sein muss.

3.2.30 Proposition. (dim(yp) = 8)
FEine 8-dimensionale Form ¢ tiber K ist genau dann exzellent, wenn d(yp) = 1 und c(p) =1
gilt.

Sei nun dim(p) = 5. Aus Beispiel 1.3.20 (1) und Korollar 1.3.23 (2) folgt, dass es immer
moglich ist, ¢(p) durch ein Produkt von maximal 2 Quaternionenalgebren zu reprisentieren.
Ist ¢ anisotrop, so muss ¢ wegen Theorem 2.2.22 Hohe 2 haben, und es gilt i1(p) = i2(p) = 1.
Klar ist, dass jeder 5-dimensionale Pfisternachbar exzellent ist, da sein Komplement Dimension
3 hat und somit auf jeden Fall exzellent ist.

3.2.31 Proposition. (dim(yp) = 5)
Fiir eine Form ¢ dber K mit dim(p) = 5 sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Form ¢ ist exzellent.

(i1) Es gilt (d(p)) C ¢.

(iii) Die Clifford-Invariante c(p) wird durch eine Quaternionenalgebra reprdsentiert.

[Kne77, Seite 10]

Beweis. (i) = (ii): Ist ¢ isotrop, so auch universell und die Behauptung trivial. Falls ¢
anisotrop ist, folgt die Behauptung aus Korollar 3.2.28.

(i) = (iii): Es existiert eine Zerlegung ¢ = (d(¢))Lx mit a € K* und einer geeigneten
4-dimensionalen Form x iiber K. Es muss d(x) = det(y) = 1 gelten. Nach Korollar 1.3.23 gilt

Da auch —d(p)x die Diskriminante 1 hat, folgt aus Beispiel 1.3.20 (3), dass ¢(y) durch eine
Quaternionenalgebra repréasentiert wird.

(iii) = (i): Es werde ¢(¢) durch eine Quaternionenalgebra (_bl’(_c) resprésentiert. Sei
T = (b, ¢)). Nach Korollar 1.3.23 (2) ist ¢(7,) = ¢(7) = ¢(p). Dann hat die Form ¢ := ¢ Ld(¢)7,
die Diskriminante d(¢) = 1 und die Clifford-Invariante

(w) = ol)claorry) - | (MELLHD] = ef)-ole) = 1

nach den Sétzen 1.3.21 (1) und 1.3.22 (1). Also ist ¢ dhnlich einer 8-fachen Pfisterform und
 somit exzellent. O

Ist ¢ eine 5-dimensionale, exzellente Form iiber K, so ist ord(y) = 2. Nach Korollar 3.2.28
existiert eine Zerlegung ¢ = 11 (d(y)), wobei ¢ &hnlich einer 2-fachen Pfisterform ist. Diese
Form 1 ist genau die Form x aus dem vorherigen Beweis.

3.2.32 Proposition. (dim(yp) = 6)
Sei ¢ eine Form dber K mit dim(y) = 6. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
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(i) Die Form ¢ ist exzellent.
(i) Die Form (1,—d(yp)) teilt ¢.
(iii) Es wird ¢ von einer bindren Form (1,—c) mit c € K* geteilt.
() Es ist K(V/d) mit [d]” = d(¢) ein Zerfillungskirper von c(y).
Ist ¢ anisotrop, so sind die Aussagen (i) - (i) ebenfalls dquivalent zu:
(v) Es gilt i1(p) = 2.
[Kne77, Seite 10]

Beweis. Die Implikation (ii) = (iii) ist trivial. Ist ¢ anisotrop und exzellent, so ist ker;(p)
iiber K durch das 2-dimensionale Komplement von ¢ definiert. Hieraus ergibt sich Folgerung
(i) = (v).

(i) = (#i): Ist ¢ exzellent, so wird ker;(¢) durch eine 2-dimensionale Form n = a(1,b)
iiber K definiert, a,b € K*. Da die Diskriminante auf I(K) ein Homomorphismus ist und
d(eLln) = 1 gilt, muss d(n) = d(p) gelten. Wir konnen also [b]” = —d(p) wihlen. Nach
Proposition 3.2.25 wird ¢ von (1, —d(y)) geteilt.

(ii) = (i): Es ist ¢ = xL — ¢x mit einer 3-dimensionalen Form y iiber K. Fiir die
Diskriminante von ¢ gilt also d(¢) = [—1]° [—=¢]” (det(x))? = [¢]".

(ii) = (iv): Bs ist ¢ ® K(v/d) hyperbolisch und somit c(¢ ® K(vVd)) = c(p) ® K(V/d)
trivial. Das heifit, dass K (v/d) ein Zerfillungskorper von c(yp) ist.

(iv) = (ii): Ist ¢ hyperbolisch, so mit Sicherheit auch exzellent. Wir kénnen diesen Fall
entsprechend ausschliefien. Die Invarianten d(pa,) = d(¢) und ¢(pan) = c¢(p) werden iiber
L = K(\/&) trivial. Nach Satz 2.2.25 (1) ist deg(¢an ® L) > 3. Aus Dimensiongriinden
zerfallt g, ® L. Ist d(p) = 1, so ist L = K und somit ¢4, ~ 0. Diesen Fall hatten wir
aber ausgeschlossen, weshalb d(p) # 1 gelten muss. Weiterhin existiert nach Satz 1.2.5 eine
Form x iiber K mit p,, = (1, —d) ® x. Wir nehmen an, es gelte dim(x) = 2. Dann folgt der
Widerspruch

d(xL —dx) = (det(x))* = 1.

Also muss x Dimension 1 oder 3 haben. Ist dim(x) = 1, so ist
v 2 a(l,—-d)L (2xH) = a(l,-d)L(1,-1,—-d,d) = (1,—d) ® (a,1,-1)

mit a € K*. Also teilt (1, —d) die Form ¢ in jedem Fall.

(iii) = (i): Ist p = (1, —c) ® ¢ mit einer geeigneten Form ¢ iiber K, so ist ¢ exzellent,
da dim(y)) = 3 gilt. Also ist auch ¢ als Produkt einer exzellenten Form mit einer Pfisterform
exzellent.

(v) = (iv): Sei ¢ anisotrop und i1 (¢) = 2. Hieraus folgt deg(p) = 1 und somit d(yp) # 1
nach Satz 2.2.25 (2). Sei d € d(¢) und L = K(v/d). Wir nehmen an, L sei kein Zerfillungs-
korper von ¢(p). Es gilt d(¢r) = 1 und ¢(pr) # 1. Aus Satz 2.2.25 (3) folgt deg(pr) = 2.
Nach Korollar 2.2.24 existiert ein r € {0,1} mit dim(ker,(¢)) = 4. Dies ist aber unmdoglich,
weshalb L ein Zerfillungskorper von ¢(¢) sein muss. O
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Sei ¢ exzellent und dim(yp) = 7. Dann existiert ein a € D3 (¢) und eine 3-fache Pfisterform
T iiber K, so dass ¢ = a7, gilt. Da ar exzellent ist und dim(a7) = 8 gilt, ist c(ar) = 1. Nach
Satz 1.3.21 gilt

—a,a
= ar) = elo)el@)- ()| = et
Wir gehen umgekehrt davon aus, dass dim(¢) = 7 und ¢(p) = 1 gilt. Betrachte die Form

X = pL — (d(¢)). Es ist det(¢) = —d(p) und also d(x) = 1. Weiterhin gilt

0 = ol cll-de) - | (1) | = o) = 1

Somit ist y dhnlich einer Pfisterform.

3.2.33 Proposition. (dim(p) =7)
Eine 7-dimensionale Form ¢ iber K ist genau dann exzellent, wenn c(p) =1 gilt.

Sei ¢ wieder exzellent und diesmal dim(¢) = 9. Dann ist ord(¢) gerade und nach Korollar
3.2.28 gilt (d(p)) C . Weiterhin existiert eine Form y iiber K, die #hnlich einer 3-fachen
Pfisterform ist, mit ¢ = x L(d(¢)). Es ist ¢(—d(¢)x) = 1, und nach Korollar 1.3.23 (2) gilt

c(p) = c((d(p))) - c(=d(p)x) = 1. (3.11)

Es gelte umgekehrt ¢(¢) = 1 und ¢ = xL(d(p)), wobei dim(p) = 9 vorausgesetzt sei. Dann
muss d(x) = 1 gelten. Weiterhin gilt die Gleichung (3.11). Also ist —d(p)x und somit auch x
dhnlich einer Pfisterform. Offensichtlich folgt die Exzellenz von ¢.

3.2.34 Proposition. (dim(p) =9)
Eine Form ¢ tber K mit dim(p) =9 ist genau dann exzellent, wenn (d(p)) C ¢ und c(p) =1
gilt.

Sei nun ¢ = (1,a) mit a € K* eine 2-dimensionale Pfisterform und x eine 5-dimensionale
exzellente Form iiber K. Dann existiert eine Zerlegung x = brL(d(x)) mit einer 2-fachen
Pfisterform 7 iiber K und b € K*. Wir erhalten

(®x = b((1,a) ®7)Ld(x)S.
Da die Diskriminante auf I(K) ein Homomorphismus und auf I?(K) trivial ist, gilt
d(C®@x) = d(b((1,a) @ 7) d(d(x)¢) = d(d(x)(): (3.12)
Fiir die Clifford-Invariante von ¢ ® x gilt nach Korollar 1.3.23 (1)
c(¢@x) = c(dp((l,a) @ 7)) - c(d(x)¢) = e(d(x)0), (3.13)
da die Clifford-Invariante auf I3(K) trivial ist.

3.2.35 Proposition. (dim(y) = 10)
FEine 10-dimensionale Form ¢ tber K ist genau dann exzellent, wenn sie die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt.
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(i) Die Form ¢ wird von (1,—d(¢)) geteilt. Dies impliziert, dass K(v/d) mit d € d(y) ein
Zerfillungskirper von c(p) ist.

(ii) Es enthdlt ¢ eine eindeutige Form n mit dim(n) = 2, d(n) = d(p) und c(n) = c(p).
[Kne77, Seite 11]

Beweis. Ist ¢ exzellent, so existiert nach Proposition 3.2.25 eine 5-dimensionale exzellente
Form x iiber K und ein ¢ € K*, so dass ¢ = (1, —¢) ® x gilt. Dabei ist

d(p) = [-1]7 [~ (det(x))* = [d".

Wir setzen 7 := d(x)(1, —d(¢)). Da x exzellent ist, gilt (d(x)) C x und somit n C . Ferner
folgt aus den Gleichungen (3.12) und (3.13), dass d(¢) = d(n) und c(¢) = c(n) gilt. Nach
Proposition 1.3.27 ist 7 eindeutig bestimmt.

Sei umgekehrt ¢ = (1, —d(p)) ® x mit einer 5-dimensionalen Form x iiber K. Dann gilt

(9) = () e(-dlppg - | (PR | (A0

Weiterhin existiert eine Zerlegung ¢ = ¢ Ln mit dim(n) = 2, d(¢) = d(n) und c(p) = c(n).
Fiir ¢ := d(x)(1, —d(¢)) gilt offensichtlich d(n) = d(¢) = d(¢{), und nach Beispiel 1.3.20 gilt
auch c(n) = c(¢) = ¢(¢). Aus Proposition 1.3.27 folgt n = d(x)(1, —d(¢)) C (1, —d(p)) ® x
und somit (d(x)) C x. Nach Proposition 3.2.31 ist x und folglich auch ¢ exzellent. O

Als néchstes miissen wir uns kurz mit der Clifford-Invariante von Formen beschéftigen,
die dhnliche einer k-fachen Pfisterform mit k& > 2 sind. Das folgende Resultat folgt fiir £ > 3
direkt aus Proposition 1.3.25.

3.2.36 Lemma. Sei 7 eine k-fache Pfisterform iber K mit k > 2. Dann gilt ¢(7) = c(ar)
fiir alle a € K*.

Beweis. Aus den Sétzen 1.3.21 und 1.3.22 und Lemma 2.2.13 folgt

o) = claryL{a)) = elany)o((@) - | (T52)] = ety [ (G| = e

da c({a)) = [K] = ¢((1)) gilt. O

Sei dim(p) = 12. Ist ¢ exzellent, so existiert nach Proposition 3.2.25 eine 2-fache Pfister-
form 7 {iber K und eine 3-dimensionale Form x 2 a(l, by, bs) iiber K mit a,by,by € K* und
@ 27 ® x. Dann gilt

c(p) = cla(l,b1) ®7) - c(abyr) = ¢(7),
nach Lemma 3.2.36, und da die Clifford-Invariante auf I?(K) ein Homomorphismus ist.

Existiert umgekehrt eine 2-fache Pfisterform 7 und eine 3-dimensionale Form y mit ¢ =
T ® X, o ist ¢ exzellent, da dies auf jeden Fall fiir x gilt.

3.2.37 Proposition. (dim(yp) = 12)
Sei ¢ eine 12-dimensionale Form tber K. Dann ist ¢ genau dann exzellent, wenn eine 2-fache
Pfisterform 1 existiert, die ¢ teilt. In diesem Fall ist c(v) = (7).
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Abschlieend betrachten wir eine 11-dimensionale Form . Sei zunéchst ¢ exzellent. Es
ist ord(p) = 3. Nach Korollar 3.2.28 ist ¢ := ¢ 1 — (d(p)) exzellent. Es existiert also eine
2-fache Pfisterform 7 iiber K und eine 3-dimensionale Form y tiber K mit ¢ 2 7 ® x so, dass
c(v) = ¢(7) gilt. Wir erhalten

o(r) = ) = ol el - | (MLZHEL)| = et

Gehen wir andererseits davon aus, dass 1 exzellent ist. Dann existieren zwei 2-fache Pfi-
sterformen 7, o iiber K und ein a € K* mit ¢ = a7 ® 0p,. Also ist ¢ ein Nachbar von 7 ® o mit
Komplement 1 := —(d(y))Lat. Da n exzellent ist, wie man leicht sieht, ist auch ¢ exzellent.

3.2.38 Proposition. (dim(y) = 11)
Fine Form ¢ iber K mit dim(p) = 11 ist genau dann exzellent, wenn oL — (d(p)) exzellent
18t.



Kapitel 4

Anwendungen

4.1 Isotropieverhalten von Formen der Dimension < 6

Eine der allgemeinsten Fragen der Theorie der generischen Zerfillung ist die folgende: Gegeben
seien zwei Formen ¢ und ¢ iiber K. Ist ¢ ® K (1) isotrop? Hieraus ergibt sich die Frage, fiir
welche ¢ die Form ¢ ® K(¢) iiberhaupt isotrop wird. In diesem Abschnitt geben wir eine
vollsténdige Antwort auf diese Frage fiir dim(p) < 5. Ist dim(¢) = 6, so gelingt uns wenigstens
eine teilweise Beantwortung dieser Frage.

Als Grundlagen fiir den ersten Unterabschnitt reichen noch die bisher erarbeiteten Resul-
tate. Unter der Voraussetzung, dass 1 nicht dhnlich einer Pfisterform ist, konnen wir zeigen,
dass p® K (1) genau dann isotrop ist, wenn 1 #hnlich einer Teilform von ¢ ist. Wir behandeln
auch den einfachen Fall, dass ¢ dhnlich einer Pfisterform ist.

Der zweite Unterabschnitt beschéftigt sich ausschlieflich mit Albert-Formen. Dies sind 6-
dimensionale Formen, deren Aquivalenzklassen in I 2(K) liegen. Unter der Voraussetzung, dass
1) nicht #hnlich einer 2-fachen Pfisterform ist, konnen wir auch fiir diese Klasse von Formen
zeigen, dass ¢ ® K () mit dim(p) = 6 und ¢ € I?(K) genau dann isotrop ist, wenn v d#hnlich
einer Teilform von ¢ ist. Ein analoges Resultat erhalten wir dann im dritten Unterabschnitt
fiir den Fall, dass ¢ eine anisotrope, 5-dimensionale Form tiber K ist, die kein Pfisternachbar
ist.

Der letzte Unterabschnitt behandelt zunéchst ein Resultat, dass Kriterien fiir 1 liefert, die
hinreichend fiir die Anisotropie von ¢ ® K (¢) sind, falls dim(¢) = 6 ist. Fortan betrachten wir
ausschlieBlich 6-dimensionale anisotrope Formen ¢, die iiber der quadratischen Erweiterung
K(v/d) mit d € d(y) isotrop werden. Unter der Voraussetzung dim(v) # 4 gelingt es uns fiir
diese Klasse von Formen notwendige und hinreichende Voraussetzungen an 1) zu erarbeiten,
fiir die ¢ ® K (1) isotrop ist.

4.1.1 Formen der Dimension < 4

Seien ¢ und 1 anisotrope Formen iiber K. Ist dim(v) = 1, so bleibt ¢ ® K () anisotrop, da per
Definition K (1)) = K gilt. Fortan wollen wir diesem Spezialfall keine weitere Aufmerksamkeit
schenken und grundsétzlich davon ausgehen, dass dim(¢) > 2 ist.

111
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4.1.1 Satz. Sei ¢ eine anisotrope Form dber K mit dim(p) = 2. Fir eine anisotrope Form
P ist o ® K(v) genau dann isotrop, wenn ¢ und v dhnlich sind.

Beweis. Den Fall dim(¢) = 1 haben wir bereits besprochen. Ist dim(¢) = 2, so kénnen wir
annehmen, dass ¢ & (1, —d) fiir ein d € K* gilt, da die Funktionenkérper &hnlicher Formen
isomorph sind. Nach Beispiel 2.1.21 ist K (¢), = K(V/d). Ist ¢ ® K (1) isotrop, so ist ¢ nach
Satz 1.2.5 dhnlich der Form . Sind umgekehrt ¢ und v dhnlich, so ist ¢ ® K (1)) trivialerweise
isotrop.

Sei nun dim(%)) > 3. Wir nehmen an, ¢ ® K(¢) sei isotrop und somit hyperbolisch. Nach
Satz 2.2.4 ist 1 dhnlich einer Teilform von . Dies ist unméglich, da dim()) > dim(p) vor-
ausgesetzt wurde. O

Sei nun dim(p) = 3. Dann existieren x,y,z € K* mit ¢ & (x,y,2) = xyz(yz, rz,yz22).
Hieraus folgt, dass es zu jeder 3-dimensionalen Form ¢ {iber K Elemente a,b,c € K* mit
v = c{a,b,ab) gibt. Dann ist ¢ dhnlich dem reinen Anteil der Pfisterform ((a, b)).

4.1.2 Lemma. Sei 7 2 ((a,b)) eine 2-fache Pfisterform dber K, und seien ¢ und v beide
3-dimensionale Pfisternachbarn von 7. Dann sind @ und 1 dhnlich.

Beweis. Seien jeweils (z) und (y) die Komplemente von ¢ und . Aus den Beobachtungen
nach Definition 2.2.8 folgt x¢p 1 (1) = 7 und yy L (1) = 7. Der Kiirzungssatz von Witt 1.1.17
liefert ¢ = yi). O

4.1.3 Satz. Seip = ¢{a,b, ab) eine anisotrope Form iber K, 1 anisotrop iiber K mit dim(y) =
m > 2 und L = K(v).

(1) Ist m < 3, so0 ist ¢, genau dann isotrop, wenn v dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

(2) Ist m =4 und 1 dhnlich einer Pfisterform, so ist ¢r, genau dann isotrop, wenn 1) dhnlich
der Pfisterform {((a, b)) ist.

(8) Ist m > 4 und v nicht dhnlich einer 2-fachen Pfisterform, so ist ¢, anisotrop.

[Hof92, Theorem 2.1.3]

Beweis. Es ist ¢, genau dann isotrop, wenn ((a, b)), zerfillt. Aus Satz 2.2.4 folgt, dass dies
genau dann der Fall ist, wenn ¢ #hnlich einer Teilform von ((a, b)) ist. Hieraus folgt sofort (2)
und (3).

Ist ¢ &hnlich einer Teilform von ¢, so ist ¢, sicherlich isotrop. Sei andererseits ¢y, isotrop
und dim(¢)) = 2. Aus Satz 1.2.5 folgt die Behauptung, da K(¢)s und K (¢) dquivalent sind.
Schliefllich sei dim(v) = 3 und ¢y, isotrop. Da ((a, b)) . hyperbolisch ist, muss auch ¢ &hnlich
einer Teilform von ((a, b)) sein. Nach Lemma 4.1.2 sind ¢ und ¢ #hnlich. O

Sei schlieBlich dim(¢) = 4, u € D (¢) und d € d(p). Dann gilt d € Dp(dugp), und es
existiert eine Darstellung ¢ = du{d, a, b, ¢). Nach Lemma 1.1.16 kénnen wir ¢ = ab annehmen.

4.1.4 Lemma. Seien ¢ und v zwei 4-dimensionale Formen iber K mit d € d(yp) = d(v),
und sei L = K(\/ﬁ) Dann sind ¢ und ¥ genau dann dhnlich, wenn ¢, und 1y, dhnlich sind.

[Wad75, Theorem 8, Seite 357]
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Beweis. Sicherlich sind ¢y und @y dhnlich, falls dies bereits fiir ¢ und v gilt. Ferner ist die
Behauptung trivial, falls d € K*? liegt, da in diesem Fall L = K ist. Wir schlieBen diesen Fall
im Folgenden aus.

Da es uns nur auf Ahnlichkeit ankommt, kénnen wir ohne Einschriinkung annehmen, dass
sowohl ¢ als auch 1 die 1 darstellen. Es existieren also Formen ¢’ und ¢’ mit ¢ = (1) L¢’ und
Y& (1) Ly,

Seien @y und )y dhnlich. Wir nehmen zunéchst an, ¢ sei isotrop. Dann sind auch ¢,
und vy, isotrop. Nach Satz 1.2.5 existiert eine Darstellung ¢ = u(l, —d) L{x,y) mit u,z,y €
K*. Aus d € d(¢) folgte (z,y) = (x,—z) = H. Also ist auch 1 isotrop. Folglich existieren
Zerlegungen ¢ = ¢’ 1H und ¢ =2 ¢” LH. Da d(¢"”) = d(¢¥") gelten muss, folgt leicht die
Ahnlichkeit von ¢” und v" und somit auch die Ahnlichkeit von ¢ und .

Seien nun ¢ und v anisotrop. Setze xy = ¢’ L — ¢'. Da ¢y und vy dhnlich sind und
Diskriminante 1 haben, sind ¢, und ¢y, &hnlich ein und derselben Pfisterform. Sei a; € D3 (¢)
und ag € D (). Dann sind ay¢r, und ager, Pfisterformen und somit isometrisch. Wir kénnen
also ohne Einschriankung annehmen, dass ¢y, und 1, isometrische Pfisterformen sind. Dann
ist xz hyperbolisch. Wir nehmen an, y sei anisotrop. Aus Korollar 1.2.6 folgt det(x) = [—d]".
Aber wegen det(y’) = det(¢) = [d]” folgt der Widerspruch det(y) = [-1]7 # [—d]”. Also
muss x isotrop sein. Folglich existiert ein b € D3 (¢") N D% (¢'). Da d(¢) = d(¢)) vorausgesetzt
wurde, erhalten wir Darstellungen ¢ = (1,b,¢1,beid) und ¢ = (1, b, ca, bead) mit geeigneten
c1,c0 € K*.

Wir miissen nun ein w € K* finden, so dass (1,b) = w(1,b) und {(c1, berd) = w(cg, bead)
gilt. Betrachte dazu die Form p = (1,b, —¢1¢a, —beacad). Diese hat die Diskriminante [d]”. Da
d in L ein Quadrat ist, gilt

apr = (c1,bcr, —ca, —bead), =2 (c1,berd, —ca, —bcad) .

Also ist ¢;py, eine Teilform der hyperbolischen Form ¢, | —1;, mit Komplement (1,b, —1, —b),
welches ebenfalls hyperbolisch ist. Also ist auch p;, hyperbolisch. Ebenso wie fiir v folgt hier
die Isotropie von p. Da ¢ und ¢ anisotrop sind, gilt dies auch fiir (1,b) und {(cjce, beicad).
Hieraus folgt die Existenz eines w € K* mit w € D} ((1,b)) N Dj ({cica,bcicad)). Da (1, b)
eine Pfisterform ist, liegt w € G ((1,b)). Weiterhin stellt die Form (cy, beid) das Element weo
dar. Aus [bd)” = det({cy, berd)) folgt (c1, beyd) = (wey, whead). O

4.1.5 Satz. Sei ¢ = ¢(d,a,b,ab) eine anisotrope, 4-dimensionale Form iiber K, v eine ani-
sotrope Form iiber K mit dim(y) = m > 2 und L = K(¢).

(1) Ist m < 3, so ist 1 genau dann isotrop, wenn v dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

(2) Ist m = 4 und ¢ dhnlich einer Pfisterform, so ist ¢ genau dann isotrop, wenn alle
3-dimensionalen Teilformen von v dhnlich einer Teilform von ¢ sind.

(3) Ist m = 4 und ¢ nicht ihnlich einer Pfisterform, so ist ¢, genau dann isotrop, wenn
und Y dhnlich sind.

(4) Ist m > 5, so ist gy, anisotrop.

[Hof92, Theorem 2.1.4]
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Beweis. Zunichst behandeln wir den Fall d € K*?. In diesem Fall ist ¢ dhnlich einer Pfister-
form, und ¢, ist genau dann isotrop, wenn ¢, hyperbolisch ist. Dies ist genau dann der Fall,
wenn ¢ dhnlich einer Teilform von ¢ ist. Hieraus folgen alle Behauptungen. Im Folgenden
nehmen wir also d ¢ K*? an.

(1): Ist m = 2, so folgt die Behauptung sofort aus Satz 1.2.5. Sei also m = 3. Ohne
Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass ¥ 2 (u, v, uv) mit u,v € K* gilt. Sei E = K(/d).
Dann ist g dhnlich einer Pfisterform. Wire ¢ isotrop, so auch hyperbolisch. Es wiirde eine
2-dimensionale Form x mit ¢ 2 (1, —d) ® x existieren und somit d(¢) = 1 # [d]” gelten. Da
dies ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung ist, muss ¢ g anisotrop sein.

Sei F' = E({u,v)g). Da 1 ein Nachbar von ((u,v)) ist, sind die Funktionenkérper F' und
E(Wg) dquivalent iiber E. Wir nehmen an ¢y, sei isotrop. Dann folgt, dass auch ¢ isotrop
ist. Insbesondere muss ((u, v)) g anisotrop sein, da ansonsten F' rein transzendent iiber E und
somit ¢ g bereits isotrop wire, was wir bereits ausgeschlossen haben. Da g eine Pfisterform
ist, zerféllt pp. Nach Satz 2.2.4 ist ((u,v)) g eine Teilform von ¢p. Wir erhalten

(dyu,v,uv)g = {(u,v)g = (a,b)p = (d,a,b,ab)E.

Aus Lemma 4.1.4 folgt die Ahnlichkeit von ¢ und (d)_L).

(2): Ist 4 dhnlich einer Pfisterform, so sind die Funktionenkérper von ¢ und jeder belie-
bigen 3-dimensionalen Teilform von 1) &dquivalent. Wahle ein beliebige solche 3-dimensionale
Teilform ¢’ C 4. Aus (1) folgt dann, dass ¢y, genau dann isotrop ist, wenn ¢’ eine Teilform
von ¢ ist. Da 1)’ beliebig gewéhlt wurde, folgt die Behauptung.

(3): Sei d(¢p) # 1 und E = K(v/d). Wir nehmen an, ¢y, sei isotrop. Wie im Beweis
von (1) sehen wir, dass g eine anisotrope Pfisterform ist. Da ¢, isotrop und E(yg) eine
Korpererweiterung von L ist, zerfiillt ¢ @ E(¢¥g). Also sind g und ¥g &hnlich. Somit gilt
d(¢p) = 1 und weiter 1 # d(p) = [d]”. Aus Lemma 4.1.4 folgt, dass ¢ und ¢ bereits dhnlich
sind.

(4): Aus dem Anisotropiekriterium 3.2.3 folgt sofort die Anisotropie von .. O

4.1.2 Albert-Formen

4.1.6 Definition. Eine 6-dimensionale Form ¢ diber K mit d(¢) = 1 und also ¢ € I*(K)
heifst Albert-Form.

4.1.7 Lemma. Sei ¢ = (ay,...,an) eine Form iber K, m > 3, und E = K(X) der rationale
Funktionenkdrper in einer Unbestimmten iber K. Fir x := (a1,...,Gm—2, am,lXQ—i—am) iiber
E gilt dann K(¢) = E(x).

Beweis. Es ist

K1) =2 K(X,... ,Xm)<\/—al (a2 X2+ + amX,Qn))

und

1
E(X) 2 K(X,Ys, ..., le)(\/_a1 (a2YZ + -+ am Y2 o+ am 1 X2Y2_| + amYnzl)) :

Uber die Zuordnungen X; — Y; firi =2,....m—2, X;,_1 — XY,y und X,,, — Y, 1
erhéilt man den gewiinschten Isomorphismus. O



4.1. ISOTROPIEVERHALTEN VON FORMEN DER DIMENSION < 6 115

4.1.8 Lemma. Sei ¢ eine Albert-Form dber K und E = K(X) der rationale Funktionenkérper
in einer Unbestimmten tber K.

(i) Sei p = (1,asz,...,a,) anisotrop iber K mit as,...,a, € K* und 3 <m < 6.
(ii) Weiterhin sei oy = fipLx mit quadratfreiem f € K[X]\ {0}, deg(f) > 0,
(iii) ¥ = (1,a2,. .., Gm—2,Gm_1X>% + am), Qm_1X> + ap, irreduzibel,

(iv) x = (hs,...,ha), hs,...,hy € K[X]|\ {0} quadratfrei und s =m — 2.

(v) Fiir m =4 gelte zusditzlich d(p) # 1.

Dann existiert ein g € K[X]\ {0} mit deg(g) < deg(f) und pp = g L({...).

[Hof92, Beweis von Theorem 2.2.1]

Beweis. Sei p € K[X] ein normiertes, irreduzibles Polynom mit deg(p) > 0, das f teilt.
Zuniéichst nehmen wir an, p teile a,,_1X? + a,, nicht. Aus —det(p) = d(¢) = 1, kénnen wir
det(fv) = — det(x) folgern. Da f quadratfrei ist und wir davon ausgehen, dass a,,_1 X2 + an,
von p nicht geteilt wird, folgt det(fv) = [xpE]D = —det(x) mit einem geeigneten z € E* und
e € {0,1}. Dabei ist « quadratfrei mit p t 2, und es gilt genau dann € = 0, wenn dim(¢)) gerade
ist. Da auch die h; als quadratfrei vorausgesetzt wurden, konnen wir ohne Einschrinkung die
folgenden Fille unterscheiden:

1. s=1lund pth; firi=1,...,4.
2. s<3,pths, hgund plh; firi=s,...,2.
3. plh; firi=s,... 4.

Bevor wir uns den Beweisen fiir die Fille 1-3 zuwenden, wollen wir noch den Fall betrachten,
dass a,,—1X? + a,, von p geteilt wird. Im Verlauf des Beweises wird deutlich werden, dass
auch in diesem Fall die Beweise fiir den 2. und 3. Fall giiltig sind, da die Voraussetzung
p1 (am—1X?+ a,,) nicht benstigt wird. Da a,,—1 X? + a,, nach Voraussetzung irreduzibel ist,
existiert ein @ € K* mit ap = am_1X2 + am.

Nachfolgend verwenden wir die Bezeichnungen aus Unterabschnitt 1.4.2. Da g iiber K
definiert ist, gilt 8§p)(g0E) ~ 0.

Ist m = 3, soist 1 = (1,a2X?% +as) und es gilt ap € D} (v) = Gg(¢). Setze g = a—};. Dann
ist fy = gy und deg(g) < deg(f).

Sei m = 4. Aus der Einschriinkung d(p) # 1, folgt die Existenz einer Darstellung p &
(1, —c, —c3, cac3d) mit cg,c3,d € K* und d ¢ K*?. Somit ist ap = —c3X? + cocsd. Da f
quadratfrei ist, existiert ein ¢ € K[X]\ {0} mit p{ ¢ und f = ¢(X? — cad). Wir erhalten

op = (q(X? — c2d)(1, —c2)) L{—csq, ha, hs, ha).

Wieder muss
det(f<1,_62>) = [_62]% = _det(<_c3q7h27h37h4>)

gelten. Es folgt, dass entweder genau 2 oder keines der h; von X2 — cod geteilt werden. Ist
keines der h; durch X2 — cod teilbar, so gilt

2—(1‘ — —_—
0 ~ a5 M (pop) ~ q(1, 7).
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Hieraus folgt, dass ¢y in

KX2_cod = K[X}/(XQ—czd) = K(\/c?d)

ein Quadrat ist. Es gilt c; € K* N (K (Vcad)*)? = K*? U cpd K*?. Entsprechend muss ent-
weder d € K*? liegen, was wir ausgeschlossen hatten, oder ¢y € K*? gelten. Letzteres ist
ebenfalls nicht moglich, da ansonsten p 2 (1, —ca, —c3, cacsd) isotrop wére. Also kénnen wir
ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass genau hs und hy von p geteilt werden. Wie sich
noch herausstellen wird, reduziert sich dieser Fall somit auf den 2. Fall.

Sei 5 <m < 6. Setze ¢; ;== —a; fir i =2,...,m — 1. Weiterhin sei e € d(p). Dann ist
p = (l,—cay.oy—Cm—1,—C1...Cm—1€).
Setze d := —cg...cm—2e. Da die Form p = (1, —c¢3,...,—Cm—1,Cm—1d) anisotrop und ap =

—Cm-1X? + ¢_1d ist, muss d ¢ K*? gelten und also X2 — d irreduzibel sein. Weiterhin
existiert ein ¢ € K[X]\ {0} mit p{q und f = q(X? — d), da f quadratfrei ist. Wir erhalten

PE = (q(XQ_d)<1)_C27"' 7_Cm—2>) J—<_Cm—1qahm—2)"'7h4>'

Ist m = 5, so sehen wir mit Hilfe der Determinante von g, dass entweder hs oder hy von p
geteilt wird. Hier konnen wir erneut auf den 2. Fall zuriickgreifen. Fiir m = 6, sehen wir, dass
h4 nicht von p geteilt wird. Auch hier greift der 2. Fall.

1. Fall: Esist m = 3. Da f von p geteilt wird, gilt in diesem Fall

0 ~ 3 (pp) ~ O ((1,a2X? + az) ).

Also ist —(as X% +ag3) ein Quadrat in k, = K[X) (p)- Folglich existieren Polynome ¢, ¢" € K[X]
mit —(aeX?+a3) = ¢® — ¢'p. Ohne Einschrinkung kénnen wir ¢ durch ein Element b € ¢+ (p)
und deg(b) < deg(p) ersetzen. Ist p linear, so hat p genau eine Nullstelle v € K. Es gilt
—(agu® + a3) = q(u)?, und somit ist (g(u),u, 1) eine Nullstelle von p = (1,az,a3)g. Dies ist
ein Widerspruch zur Voraussetzung (i), weshalb deg(p) > 2 gelten muss. Aus

deg(q'p) = deg(q2 +as X2+ az) < 2deg(p) —2

folgt deg(q’) < deg(p) — 2. AuBerdem gilt ¥((q, 1)) = ¢'p und somit ¢'p € Gg(¢yE). Setze nun
g = %L Dann gilt
P /
9YEe = ¢pgYE = fYE

und deg(g) < deg(f), da deg(q’) < deg(p) gilt.

2. Fall: Da p|f und p|h; mit ¢ = s,...,2 vorausgesetzt wurde, existiert eine Form o iiber
E mit g = pol(hs, hy). Dabei sind die Diagonaleintrige von o = (b, ..., bs) Elemente von
K[X]\{0} mit p1b; fiiri = 1,...,4, da sowohl f als auch die h; als quadratfrei vorausgesetzt
wurden. Entsprechend gilt

0~ 0 (pp) ~ 7 = (... D)
und also d(7) = 1. Da die Diskriminante auf I(K') ein Homomorphismus ist, gilt 1 = d(¢g) =
d(0)d((h3, hs)) und somit d((hs,hs)) = 1. Es folgt ") (og) ~ (hs, ha) ~ 0. Den Rest der
Behauptung zeigen wir zusammen mit dem 3. Fall.
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3. Fall: Im diesem Fall gilt sicherlich 8§p )(<pE) ~ 0. Also konnen wir fortan den 2. und

3. Fall gemeinsam behandeln. Aus Theorem 1.4.9 folgt p € Gg(pEg). Setzen wir g = %, SO
erhalten wir

vp = ppp = gvlpx
mit deg(g) < deg(f). Somit ist die Behauptung fiir alle Félle bewiesen. O

4.1.9 Lemma. Seien ,v und x Formen tber K. Sind ¢ @ K(¢) und ¢ ® K(x) isotrop, so
ist @ ® K(x) isotrop. Ist insbesondere ¢ ® K (1) isotrop und x C % mit dim(y) > 2, so ist
»® K(x) isotrop.

Beweis. Ist ¢ ® K(1) isotrop, so existiert eine Stelle A : K(¢) — K(1)*°. Analog existiert
eine Stelle p : K(¢p) — K (x)*° und somit die Stelle po A : K(p) — K(x)*. Nach Proposition
2.1.28 ist ¢ ® K(x) isotrop. O

4.1.10 Theorem. Sei ¢ eine anisotrope Albert-Form iiber K und v eine anisotrop Form tiber
K mit dim(y) > 2, wobei ¢ nicht dhnlich einer 2-fachen Pfisterform sei. Setze L = K (v).
Dann ist v, genau dann isotrop, wenn ¥ dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

[Hof92, Theorem 2.2.1]

Beweis. Sicherlich ist ¢y, isotrop, falls ¢ #&hnlich einer Teilform von ¢ ist. Ist dim(y) = 2,
so folgt die umgekehrte Richtung sofort aus Satz 1.2.5. Sei also dim(¢)) = m > 3. Da es
uns nur auf Ahnlichkeit ankommt, kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ) =
(1,az,...,a,) gilt. Sei E = K(X) und x := (1,a2,...,0m—_2,0m-1X? + a,,) iiber E. Das
Polynom a,—1 X2 + a,, ist irreduzibel, da ansonsten fﬁ ein Quadrat in K*? und somit ¢
isotrop wire. Nach Lemma 4.1.7 gilt L = E(y).

Sei zundchst 3 < m < 6. Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir m — 1 bereits gezeigt.
Sicher ist g anisotrop. Sei ¢y, isotrop, dann ist auch ¢ ® E(x) isotrop. Da dim(x) =m — 1
gilt, folgt aus der Induktionsvoraussetzung die Existenz einer Zerlegung

PE = fXJ_<hS, ey h4>

mit s =m — 2 und f, hg, ..., hy € K[X]. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass f
und die h; quadratfrei sind. Wir miissen uns den Fall m = 5 einmal genauer anschauen. Um
hier die Induktionsvoraussetzung anwenden zu kénnen, muss d(x) # 1 gelten. Tatséchlich gilt
d(x) = [azazas(X? + 2N #£1, da X2+ a2 wie bereits festgestellt kein Quadrat in E ist.

Durch unter Umsténden wiederholtes Anwenden von Lemma 4.1.8 kénnen wir den Grad
von f auf 0 reduzieren. Das heifft, wir konnen f = x mit x € K* annehmen. Also hat die
Form zppl — (1,a9,...,a;,—2)r den Wittindex m — 2 iiber E und somit auch iiber K, da
E/K rein transzendent ist. Folglich existiert eine Form ¢’ iiber K mit

zo = (1,az,...,am_2) 1"

Aus (1,az,...,am—2)pl(am-1X%+ an) = x und x C pp folgt am-1X% + am € Dr(¢k).
Nach Theorem 1.2.4 gilt (a,,—1,am) C ¢’ und also ¢ C zy iiber K.

Abschlieflend sei m > 7. Nach Lemma 4.1.9 reicht es den Fall m = 7 zu betrachten. Wir
wollen zeigen, dass ¢y, anisotrop ist. Sei ¢ & (aq,...,a7) anisotrop. Wir nehmen an ¢, sei
isotrop. Am Anfang dieses Beweises haben wir gezeigt, dass agX? + a7 irreduzibel ist. Die
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6-dimensionale Form ¢g wird isotrop iiber E(x) = L, wobei x = (ay,...,as,a6X? + ay) ist.
Aus dem Beweis fiir m = 6 folgt g = flai,...,a5,a6X% + a7) mit f € K[X]. Es folgt
det(vg) = [—1]D = [al .as(agX? + a7)]D, was unmoglich ist, da agX? + a7 irreduzibel ist.
Also ist ¢y, anisotrop. O

Den Fall, dass v dhnlich einer 2-fachen Pfisterform ist, hatten wir in dem soeben bewiesenen
Theorem ausgeschlossen. Tatséichlich ist dieser Fall recht einfach. Sei also ¢ eine anisotrope
Albert-Form iiber K, ¢» € GP,(K) anisotrop, L = K (1) und ¢y, isotrop. Nach Lemma 4.1.2
sind alle 3-dimensionalen Teilformen von ¢ #hnlich. Wihle eine beliebige solche Teilform ¢)’.
Dann ist ¢y, genau dann isotrop, wenn ¢ ® K (¢') isotrop ist. Aus dem vorherigen Theorem
folgt, dass ¢’ dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

4.1.11 Satz. Seien ¢ und Y anisotrope Formen iber K, ¢ eine Albert-Form und ¢ € GPy(K).
Dann ist pQ@ K (¢) genau dann isotrop, wenn jede 3-dimensionale Teilform von ¢ dhnlich einer
Teilform von ¢ ist.

4.1.3 Formen der Dimension 5

In diesem Unterabschnitt betrachten wir anisotrope, 5-dimensionale Formen iiber K. Zu einer
solchen Form ¢ wollen wir alle anisotropen Formen v iiber K bestimmen, fiir die ¢ ® K ()
isotrop ist. Dazu betrachten wir die méglichen Dimensionen von 1 einzeln.

Sei 7 eine k-fache Pfisterform iiber K mit k > 2. Dann gilt nach Satz 1.3.21 und Lemma
2.2.13

-1,1
(r) = etn) @) ()] = etm
Fiir den reinen Anteil 7, einer k-fachen Pfisterform 7 mit k& > 2 gilt also immer ¢(7,) = ¢(7).

4.1.12 Lemma. Sei ¢ eine anisotrope, 5-dimensionale Form tber K, welche kein Pfister-
nachbar ist, ¢ eine anisotrope Form dber K mit dim(y) > 2 und ¢ & GP2(K), d € d(p) und
L = K(¢). Dann ist x := @ L(—d) anisotrop. Ist @y, isotrop, so ist ¢ dhnlich einer Teilform
von X.

Beweis. Die Form ¢ ist nach Proposition 3.2.31 genau dann ein Pfisternachbar, wenn d €
Dk (p) gilt. Also ist die Form x = ¢ (—d) anisotrop, und es gilt d(x) = 1. Ist ¢y, isotrop, so
auch xr. Nach Theorem 4.1.10 ist ¢ dhnlich einer Teilform von . O

4.1.13 Proposition. Sei ¢ eine anisotrope, 5-dimensionale Form iiber K, welche kein Pfi-
sternachbar ist. Ferner sei 1) eine 3-dimensionale anisotrope Form iber K und L = K(3).
Dann ist 1, genau dann isotrop, wenn v dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

[Hof95a, Main Theorem, Seite 218]

Beweis. Ist 1 &hnlich einer Teilform von ¢, so folgt sofort die Isotropie von ¢y. Sei umgekehrt
¢r, isotrop und d € d(¢). Nach Lemma 4.1.12 ist x = ¢L(—d) anisotrop und ¢ #hnlich einer
Teilform von x. Ohne Einschrinkung kénnen wir ¢ C x annehmen. Es ist ¢ & (—a, —b, ab)
mit a,b € K*, und es existieren u,v € K* mit xy & (—a, —b, ab, u,v, —uv), da d(x) = 1 gilt.
Fiir die Form 7 := d{—u, —v,uwv) folgt dann d(pLln) = 1.
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Es ist c(v) = ¢({—a, —b)) = [(aKb)] # 1, da v anisotrop ist, und

UY, —Uv U,V

(a0 =) = cllwopeli-un)) || = [(52)]

nach Satz 1.3.21 (2). Weiterhin folgt aus Satz 1.3.21 (1)

0 = (%)) 1]

Schliellich gilt

S
<

ot = o) (%)) = [(5)] # ©

ab

Insbesondere erhalten wir c(¢rLny) = [(%2)] = 1 und demnach {¢;ln.} € I3(L), da
{(—a,=b)r ~ 0 gilt. Da ¢, isotrop ist, folgt dim((¢rLnL)an) < 8. Der Arason-Pfister-
Hauptsatz 2.2.14 besagt nun ¢rLlny ~ 0. Es gilt W(L/K) = W(K({—a,—b)))/K) nach
Satz 3.1.12, und nach Satz 2.2.5 existiert eine Form p iiber K mit dim(p) € {1,2} und
oln~p® {(—a,—b). Es ist

do1n) = |(52)] = ctos ety 2 1

und somit kann ¢ 7 nach Proposition 3.2.30 nicht &hnlich einer 3-fachen Pfisterform sein.
Deshalb muss dim(p) = 1 gelten. Dies bedeutet ¢ Ln ~ s{(—a,—b)) mit geeignetem s € K*.
Da ¢ und 7 anisotrop sind, existiert eine 2-dimensionale Form « iiber K und eine Zerlegung
pln=2¢'lal —al{r) mit ¢’ C ¢, r € Dj(n) und ¢’ L{r) = s{(—a,—b)). Nach Lemma 4.1.2
sind ¢’ und v &hnlich. O

4.1.14 Lemma. Sei a = (d,—a,—b,ab) eine anisotrope Form iiber K mit d ¢ K**, L =
K(«a) und 8 eine 3-fache Pfisterform diber K. Dann gilt genau dann 8 € W(L/K), wenn ein
x € D3, ((1,—dy) mit 8 = ((—a, —b, —z)) existiert.

[Hof95a, Lemma 3.1, Seite 220]

Beweis. Sei # = {(—a,—b, —x)) mit € D((1,—d)). Dann ist die Pfisterform (1, —d, —z, zd)
hyperbolisch. Also gilt (1, —x) = (d, —xd) und deshalb

6 = (1,—-z)Ll{(—a,—b,ab) L — x(—a,—b,ab)
(d,—xzd)L{—a,—b,ab) L — x(—a, —b,ab).

I

Entsprechend gilt a 2 (d, —a, —b,ab) C §. Folglich ist 8, isotrop und somit hyperbolisch.

Sei umgekehrt {3} € W(L/K). Ist § isotrop und somit hyperbolisch, so kénnen wir z =
1 € D((1,—d)) wiahlen. Dann gilt sicherlich (—a,—b, —1) = § ~ 0. Wir nehmen an, § sei
anisotrop. Da [, zerfillt, existiert ein r € K* und eine Form 7 iiber K, so dass § = raln
gilt. Die Form «y, ist isotrop und [z hyperbolisch. Also muss auch 7y isotrop sein. Nach
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Satz 4.1.5 (3) existiert ein s € K* mit n = sa. Das heifit, es gilt 8 = (r,s) ® (d, —a, —b, ab).
Die Form (r,s) ® (—a, —b, ab) ist ein Pfisternachbar der Pfisterform (3, und es gilt weiterhin
r((r,s) ® (—a, —=b,ab)) C {—a,—b,rs)). Da die zu einem Pfisternachbar gehorige Pfisterform
eindeutig bestimmt ist, folgt 8 = (—a, —b, rs)).

Aus —a, —ra € Dk () = Gk (8) und der Tatsache, dass Gk () eine multiplikative Gruppe
ist, folgt r € Gk (). Wir erhalten

8 = (r,s)®(d,—a,—b,ab) = r{{—a,—b,rs) = (r,s)® (1,—a,—b,ab)

und somit (rd, sd) = (r,s). Dies impliziert, dass die Form (1, —d,rs, —rsd) hyperbolisch ist.
Da (1, —d) laut Voraussetzung anisotrop ist, liegt —rs € D ({1, —d)). Setzen wir x = —rs, so
folgt die Behauptung. O

4.1.15 Bemerkung. Am Ende des Unterabschnitts 3.1.3 haben wir den Wittkern einer ani-
sotropen, 4-dimensionalen quadratischen Form ¢ iiber K mit d(¢) # 1 betrachtet. Wir haben
bewiesen, dass der Wittkern von ¢ ein strenges 3-Pfister-Ideal ist (siehe Korollar 3.1.17). Aller-
dings konnten wir noch nicht sagen, von welchen 3-fachen Pfisterformen iiber K der Wittkern
W(K(p)/K) erzeugt wird. Das vorherige Lemma 4.1.14 15st dieses Problem: Zu ¢ existiert
eine Darstellung ¢ = ¢(d, a,b,ab) mit a,b,c € K* und d € d(p). Lemma 4.1.14 besagt nun,
dass W (K (¢)/K) von allen Pfisterformen ((a,b, —z)) mit € D3 ((1, —d)) erzeugt wird. A

4.1.16 Lemma. Seien a,b,d,e,r,s,t € K* so, dass
(—a,—b,ab,d, e, —ed) = t(—a,—b,ab,r,s,—rs)

anisotrop ist. Dann existieren u,v,w € K* mit (d,e) = (u,v) und (r,s) = (u,w), und es liegt
vw € Gi ({1, —u)).

Beweis. Nach Satz 1.3.22 (1) gilt

({(—a,—b,ab)) = c(t(—a,—b,ab)) = K‘}(bﬂ
Es folgt

((5)] etwemean-| ()] = [(5)] et ()]

und somit [(%£)] = [(%#)]- Hieraus erhalten wir mit Hilfe von Proposition 1.3.28
(=d,—e) = (=r =) (4.1)

Durch Umstellen sehen wir, dass (—d, —e) L(r, s} = (1, —1, —de, rs) isotrop ist. Nach Voraus-
setzung ist (d,e) anisotrop. Somit ist nach (4.1) auch (r,s) anisotrop. Es folgt die Existenz
eines u € Dg ((r,s)) = Dk ({(d, e)), so dass

(d,e) = (u,v) und (rys) = (u,w)
mit geeigneten v, w € K* gilt. Aus

(—u, —v) = (—d,—e)) = (=r,—s) = {(~u, -w)

(4.1)

1%
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folgt (u, v, —uv) = (u,w, —vw). Durch Addition mit —(u,w, —uw) erhalten wir die zur letzten
Behauptung dquivalente Aussage

(1, —u, —vw,uvow) = (—u, —vw) ~ 0.
O

4.1.17 Proposition. Es seien ¢ und ¢ anisotrope Formen dber K mit dim(p) = 5 und
dim(yp) = 4, so dass ¢ und v keine Pfisternachbarn sind. Setze L = K (). Dann ist ¢,
genau dann isotrop, wenn 1 dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

[Hof95a, Main Theorem, Seite 218]
Beweis. Ist ¢ dhnlich einer Teilform von ¢, so ist ¢y, sicherlich isotrop. Fiir die umgekehrte
Richtung, gehen wir davon aus, dass ¢y, isotrop ist. Ohne Einschrankung kénnen wir anneh-
men, dass a,b,d € K* mit d ¢ K** und v = (d, —a,—b, ab) existieren.

Da ¢ und ¢ ® K((—a,—b,ab)) isotrop sind, folgt aus Lemma 4.1.9 die Isotropie von
» ® K({(—a,—b,ab)). Nach Theorem 4.1.13 ist (—a, —b, ab) &hnlich einer Teilform von ¢. Es
kommt uns nur auf Ahnlichkeit an, weshalb wir ohne Einschrinkung annehmen kénnen, dass
r,s € K* mit

¢ = (—a,—b,ab,r,s)

existieren. Nach Lemma 4.1.12 ist x := @ L(—rs) anisotrop mit d(x) = 1, und es gilt ¢ C tx
mit einem t € K*.
Wegen [d]” = d() und d(x) = 1 gilt, existiert ein e € K* mit

Yl{e,—ed) = (—a,—b,ab,d,e,—ed) = t(—a,—b,ab,r, s, —1s).
Aus Lemma 4.1.16 folgt
(d,e) =2 (u,v) und (ry8) = (u,w) (4.2)
mit geeigneten v, w € K* und weiter
(1, —u, —vw,uvw) = {(—u,—vw) ~ 0. (4.3)

Fiir p := (—a,—b,ab,d, e) gilt

pL —ovwe = (—a,—b,ab,u,v) L —vw(—a,—b,ab,u,w)
>~ (1,—vw) ® {(—a, —b,ab)) L (u,v, —uvw, —v)
~ (1, —vw) ® (—a,—b,ab)) L(1, —vw) LH nach (4.3)

1

{(—a,—b, —vw)) LH.
Aus ¢ C p folgt, dass pr, isotrop ist. Laut Annahme ist ¢y, isotrop. Entsprechend gilt
{(—a,—b,—vw) LH = pr 1l —ovwer, = HIHL...,

weshalb ((—a, —b, —vw)) 1, isotrop und somit hyperbolisch sein muss. Dies bedeutet insbeson-
dere {{(—a,—b, —vw)} € W(L/K). Nach Lemma 4.1.14 existiert ein

v € Dg((1,=d)) = Gr((1,=d)) = Gk((d,~1)), (4.4)
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so dass
<<_a7 —b, _Uw» = <<_a> —b, —£C>>
gilt. Es folgt —vw{(—a, —b)) = —x{(—a, —b)) und somit zvw € Gk ({—a, —b)). Hieraus ergibt

sich

Hlzvwe = zow((l,—1)L(—a,—b,ab,u,w))

>~ gow(l, —a, —b, ab) Lzvw(u, w, —1)

>~ (1, —a, —b, ab) La({(vwu, —vw) L(v))

>~ (1,—a, —b,ab) Lax{u,—1,v) nach (4.3)
>~ (1,—a,—b,ab) La{d, —1,e) nach (4.2)
>~ (1,—a,—b,ab) L{d,—1,xe) nach (4.4)

>~ Hl(—a,—b,ab,d,xe).
Aus dem Kiirzungssatz von Witt folgt ¢ C (—a, —b, ab, d, ze) = zvwep. O

4.1.18 Proposition. Seien ¢ und ¢ anisotrope Formen dber K mit dim(y) = dim(¢)) = 5.
Weiterhin sei ¢ kein Pfisternachbar und L = K(¢). Dann ist o1, genau dann isotrop, wenn
¥ und @ dhnlich sind.

[Hof95a, Main Theorem, Seite 218]

Beweis. Gehen wir davon aus, ¥ und ¢ seien dhnlich, so folgt trivialerweise die Isotropie von
©r- Sei umgekehrt ¢, isotrop. Wihle eine 3-dimensionale Form ¢’ mit d(¢)') = —1, die &hnlich
einer Teilform von % ist. Wir kénnen ohne Einschrinkung 1’ C 1) annehmen. Es existieren
a,b € K* mit ¢’ & (—a,—b,ab). Da ¢y, isotrop ist und ¢’ C ¢ gilt, folgt aus Lemma 4.1.9,
dass auch ¢ ® K(¢') isotrop ist. Nach Proposition 4.1.13 kénnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass

¢ = (—a,—b,ab,r,s)

mit geeigneten r,s € K* gilt.

Die Form x := pLl(-rs) € I[?(K) ist anisotrop und yz isotrop. Nach Lemma 4.1.12
existiert ein ¢t € K* mit ¢ C tx. Da ¢/ C ¢ und d(tx) = 1 gilt, folgt aus einem Determinan-
tenvergleich die Existenz zweier Elemente d,e € K* mit

Y1{—ed) & (—a,—b,ab,d,e,—ed) = t(—a,—b,ab,r, s, —rs) = t(pLl(—rs)).

Nach Lemma 4.1.16 gibt es w,v,w € K* mit (d,e) = (u,v) und (r, s) = (u, w). Insbesondere
gilt
Y = (—a,—b,ab,u,v) und © = (—a,—b,ab,u,w),
wobei die Formen 1L (—uv) und oL (—uw) #hnlich sind und die Aquivalenzklassen beider
Formen in I%(K) liegen. Wire 1 ein Pfisternachbar, so wiirde 1) nach Proposition 3.2.31
die Diskriminante d(¢)) = wv darstellen. Dies aber wiirde bedeuten, dass 11 (—uv) isotrop
wire, was nicht moglich ist, da ¢ (—uw) anisotrop ist. Somit kann ¢ ebenso wie ¢ kein
Pfisternachbar sein.
Aus Lemma 4.1.16 folgt weiterhin

(1, —u, —vw,uvw) = (—u,—vw)) ~ 0 (4.5)
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und somit

Y1 —vwep (—a, —b,ab,u,v) L —vw(—a,—b,ab, u,w)
(1, —vw) ® (—a, —b,ab)) L(1, —vw) LH nach (4.5)

{(—a,—b, —vw)) LH.

R

1%

Trivialerweise ist 1y, isotrop, und per Annahme ist auch ¢y, isotrop. Es folgt
{(=a,=b,—vw) LH = ¢yl —vwp;, = HIHL...

und somit die Isotropie von {—a, —b, —vw)) 1. Also gilt {—a, —b, —vw)) € W(L/K). Nehmen
wir an, ((—a, —b, —vw)) sei anisotrop, so folgt aus Satz 2.2.4, dass 1 #hnlich einer Teilform von
{(—a, —b, —vw)) und somit ein Pfisternachbar ist. Aus diesem Widerspruch folgt die Isotropie
von ({(—a, —b, —vw)). Folglich ist {(—a, —b, —vw)) hyperbolisch, und es gilt ¥ = vwe. O

Aus den Propositionen 4.1.13, 4.1.17 und 4.1.18 ergibt sich zusammenfassend das folgende
Theorem.

4.1.19 Theorem. Sei ¢ eine anisotrope, 5-dimensionale Form tiber K, die kein Pfisternach-
bar ist. Mit 1p bezeichnen wir eine anisotrope Form dber K mit 2 < m =: dim(y), die fir
m = 4 nicht dhnlich einer 2-fachen Pfisterform sei. Setze L := K(v¢). Dann ist ¢; genau
dann isotrop, wenn v dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

[Hof95a, Main Theorem, Seite 218]

Beweis. Die Behauptung fiir den Fall m = 2, folgt sofort aus Satz 1.2.5. Die Félle m = 3,4
und 5 haben wir bereits bewiesen. Sei also m > 6. Wir miissen zeigen, dass ¢y, anisotrop ist.
Nach Lemma 4.1.9 reicht es den Fall m = 6 zu betrachten. Ohne Einschrinkung kénnen wir
annehmen, dass eine Darstellung ¢ = (1,a1,...,a5) mit ay,...,a5 € K* existiert. Betrachte
X :=(X? +ay,aq,...,a5) iiber E = K(X). Nach Lemma 4.1.7 gilt K (1) = E(x).

Wir nehmen an, ¢p ist exzellent. Nach Proposition 3.2.31 kann ¢(¢g) von einer einzi-
gen Quaternionenalgebra dargestellt werden. Da E rein transzendent iiber K ist, kann auch
¢(p) von einer einzigen Quaternionenalgebra dargestellt werden. Da aber ¢ als nicht-exzellent
vorausgesetzt wurde, ist dies ein Widerspruch. Also ist auch ¢g kein Pfisternachbar.

Nun nehmen wir an, ¢y, ist isotrop. Wegen dim(n) = 5 kénnen wir auf den Fall m = 5
zuriickgreifen. Es existiert also ein f € K[X] mit

©E = f<X2 +CL1,CL2,...,0,5>.

Da ¢ anisotrop und somit [a;]” # [—1]" ist, muss X2 + a; irreduzibel sein. Durch einen
Determinantenvergleich sehen wir, dass f = r(X? + a1) mit r € K* gewiihlt werden kann, da

o iiber K definiert ist. Es folgt 8§X2+a1)(<pE) ~ (F)g. Da aber
Kxzay) = KIX)(X2 4 a)) 2 K(V=a1)

ist, gilt ¢ ® K(v/—a1) ~ (r) ® K(y/—a1). Die Kérper K(v/—a1) und K({1,a;)) sind iiber
K &quivalent, weshalb durch zweimaliges Anwenden von Satz 1.2.5 die Existenz einer 2-
dimensionalen Form p iiber K folgt, so dass ¢ = (({a1) ® p)L{(d(¢)) gilt. Also wird d(y)
von ¢ dargestellt. Dies ist nicht moglich, da ¢ ansonsten ein Pfisternachbar wire. Folglich
muss @y, anisotrop sein. O
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Bei der Formulierung des eben bewiesenen Theorems haben wir ausgeschlossen, dass ¢ ein
Pfisternachbar ist. Dies ist jedoch nur ein Spezialfall von Theorem 2.2.11. Ferner haben wir,
wie schon bei Theorem 4.1.10, den Fall ) € GP2(K) ausgeschlossen. Leicht erhilt man ein zu
Satz 4.1.11 analoges Resultat.

4.1.20 Satz. Seien ¢ und ¥ anisotrope Formen dber K mit dim(p) = 5 und ¢ € GP(K).
Ferner sei ¢ kein Pfisternachbar. Dann ist ¢ ® K(¢) genau dann isotrop, wenn jede 3-
dimensionale Teilform von i dhnlich einer Teilform von ¢ ist.

Beweis. Nach Lemma 4.1.2 sind alle 3-dimensionalen Teilformen von ¢ #hnlich. Sei also v’
eine beliebige 3-dimensionale Teilform von . Dann sind die Funktionenkérper K (i) und
K (') dquivalent, und es ist ¢ ® K (1)) genau dann isotrop, wenn ¢ ® K (') isotrop ist. Nach
dem vorigen Theorem ist dies genau dann der Fall, wenn ¢’ #hnlich einer Teilform von ¢
ist. O

4.1.4 FEine weitere Klasse 6-dimensionaler Formen

Sei  eine anisotrope, 6-dimensionale Form iiber K und d € d(y). Fiir den Rest des gesamten
Unterabschnitts sei

E:=KWd), ded(y). (4.6)
Ist g isotrop, so existiert eine Form ¢’ iiber K und ein y € K* mit ¢ = ¢’ 1y(1,—d). Da

d(¢') =1 gilt, existieren a,b, z € K*, so dass ¢’ = z((a, b)) ist. Da es uns nur auf Ahnlichkeit
ankommt, kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass

¢ = {a,b) La(l, —d) (4.7)

mit einem z € K* gilt.

Wir werden nur am Anfang dieses Unterabschnitts von einer beliebigen 6-dimensionalen
Form ¢ iiber K ausgehen. Recht bald werden wir uns auf die Betrachtung von 6-dimensionalen
Formen beschranken, welche isotrop iiber E sind. In diesem Fall gehen wir grundsétzlich davon
aus, dass eine Darstellung wie in (4.7) existiert. Auflerdem sei dann

a:=(d,a,b,ab) und F = K(a). (4.8)

4.1.21 Bemerkung. Ist ¢ isotrop, so ist zu beachten, dass ¢ keine Albert-Form sein kann,
da d(p) = 1 die Isotropie von ¢ implizieren wiirde, die wir ausgeschlossen hatten. Beachte
weiterhin, dass nach Proposition 3.2.32 ¢g insbesondere dann isotrop ist, wenn ¢ exzellent
ist. In diesem Fall wird ¢ von (1, —d) geteilt, weshalb ¢ sogar hyperbolisch ist. A

4.1.22 Lemma. Seien ¢ = {(a,b) Lx(l,—d) und a = (d,a,b,ab) anisotrop iber K und
d & K*2. Dann sind ap und @p nicht hyperbolisch.

Beweis. Nach Satz 2.1.22 ist K in F' = K(«) algebraisch abgeschlossen, weshalb d ¢ F*?
liegt. Wegen 1 # d(¢r) = d(ar) kénnen ap und ¢p nicht hyperbolisch sein. O

4.1.23 Lemma. Ist ¢ = {a,b)) Lz(1, —d) anisotrop iber K, so ist op anisotrop.
[Hof94, Proposition 2.1, Seite 2001]
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Beweis. Ist « isotrop, so bleibt g sicherlich anisotrop, da in diesem Fall F' = K(«) rein
transzendent iiber K ist. Wir konnen also annehmen, dass « anisotrop ist. Zusétzlich nehmen
wir an, @p sei isotrop.
Da wir vorausgesetzt hatten, dass ¢ anisotrop ist, folgt d ¢ K*? und somit nach Lemma
4.1.22
2 <dim((¢p)an) < 4 und dim((aF)an) = 2.

Es gilt weiterhin
volaea = (a,b) La(l,—d)Lx(d, a,b,ab) ~ {(a,b,z)) (4.9)

und somit (¢p)enLz(ar)an ~ {(a,b, z) p. Weil die Dimension der linken Seite maximal 6 ist,
muss {(a,b, z))r hyperbolisch sein. Nach Lemma 4.1.14 existiert ein —y € D3 ((1, —d)), so
das ((a,b,x)) = {a,b,y)) ist. Insbesondere bedeutet dies z((a,b)) = y{{a,b)). Da (1, —d) eine
Pfisterform ist, folgt aus —y € D3 ((1, —d)) = Gk ({1, —d))

T z((a, b)) L(1, —d)
= yla,b) L —y(l,—d)
= <yv _y>J‘y<d7 a, b7 ab>
Dies ist ein Widerspruch zur Anisotropie von ¢, weshalb ¢ anisotrop sein muss. O

4.1.24 Korollar. Sei ¢ = ((a,b)) Lz(1l,—d) anisotrop tber K. Ist y € Dj.(z(1,—d)), so ist
wF ein anisotroper Pfisternachbar der Pfisterform (a,b,y) p.

[Hof94, Corollary 2.2, Seite 2002]

Beweis. Die Form a kann nicht hyperbolisch sein, denn ansonsten wiirde d € K*? gelten
und ¢ isotrop sein. Ist « anisotrop, so folgt aus Lemma 4.1.22, dass ap nicht hyperbo-
lisch ist. In jedem Fall gilt also dim((ap)en) = 2, und nach (4.9) gilt plza ~ (a,b, ).
Weiterhin ist pr nach dem vorherigen Lemma anisotrop, weshalb aus Dimensionsgriinden
orlz(arp)an = ({a,b,2)F gelten muss. Sicherlich ist ¢p ein Pfisternachbar von ((a,b, z) .
Liegt y € D} (x(1, —d)), so ist die Form ((a, b)) L(y) C ¢ ein Pfisternachbar von ((a,b,y)) und
iiber F zusiitzlich ein Pfisternachbar von ((a,b, z)) p. Da die Pfisterform zu einem gegebenen
Pfisternachbarn eindeutig bestimmt ist, folgt ((a,b, x))r = {a,b,y)) F. O

4.1.25 Lemma. Seien ¢ = {a,b)) La(1, —d) und v anisotrope Formen tiber K und L = K (1).
Ist py, isotrop, so ist Y anisotrop und dhnlich einer Teilform von {(a,b, x)) p.

[Hof94, Lemma 3.1, Seite 2003]

Beweis. Nach Lemma 4.1.23 und Korollar 4.1.24 ist @ ein anisotroper Pfisternachbar von
{a,b, z)) p. Wir nehmen an, ¢y, sei isotrop. Dann ist ¢ ® F(¢r) ebenfalls isotrop und somit
{a,b,2) r @ F(¢r) hyperbolisch. Folglich muss ¥z anisotrop sein, da ansonsten F'(ir) rein
transzendent iiber F' und ¢r ® F(1r) anisotrop wire. Nach Satz 2.2.4 muss ¢ dhnlich einer
Teilform von {(a, b, z)) p sein. O

Die erste Behauptung des folgenden Theorems folgt direkt aus dem Anisotropiekriterium
3.2.3. Wir wollen hier allerdings Hoffmanns alternativen Beweis angeben, der die in diesem
Unterabschnitt bereits erarbeiteten Resultate verwendet.
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4.1.26 Theorem. Seien ¢ und v anisotrope Formen dber K mit dim(p) = 6, d € d(p),
m = dim(y), E := K(Vd) und L := K(v).

(1) Ist m > 9, so ist py, anisotrop.

(2) Ist m > 7 und vg anisotrop, so ist ¢y, ebenfalls anisotrop.

[Hof94, Theorem 2, Seite 2001]

Beweis. (1): Ist pg anisotrop, so verweisen wir auf den Beweis der zweiten, stirkeren Be-
hauptung. Sei also g isotrop. Ohne Einschrinkung kénnen wir ¢ 2 ((a, b)) Lz (1, —d) mit
a,b,xz € K* annehmen. Wie oben sei a := (d,a,b,ab) und F := K(«). Wir nehmen an ¢,
sei isotrop. Nach Lemma 4.1.25 ist 9 &hnlich einer Teilform von {(a,b,z))r. Es folgt der
Widerspruch dim(¢)) < 8.

(2): Wir nehmen wieder an, ¢y, sei isotrop. Nach Voraussetzung ist ¢g anisotrop und
wegen d € E*? eine Albert-Form. Da ¢ ® E(ig) isotrop ist, muss ¢z anisotrop sein. Dann
folgt aus Theorem 4.1.10, dass ¥ g eine Teilform von g ist. Dies ist nicht moglich, da 6 =
dim(yp) < 7 < dim(¢) vorausgesetzt wurde. O

Von nun an bis zum Ende dieses Unterabschnitts gehen wir davon aus, dass die Form
g isotrop ist. Fiir diese spezielle Klasse 6-dimensionaler Formen, wollen wir ein zu Theorem
4.1.10 analoges Resultat erarbeiten. Wir betrachten dafiir die moglichen Dimensionen von
einzeln. Hierbei verwenden wir die Notationen aus (4.6), (4.7) und (4.8).

4.1.27 Lemma. Sei 7 eine 3-fache Pfisterform dber K und d € K* \K*2. Dann gilt genau
dann 7p = (a,b, ) p, wenn ein y € Dy (x(1,—d)) mit T = {(a,b,y)) existiert.

[Hof94, Lemma 3.2, Seite 2003
Beweis. Sei zunéchst y € Dy (x(1, —d)) mit 7 = ((a, b, y)). Dann gilt

71— {a,b,z) ~ y(l,a,b,ab)L —x(1,a,b,ab) = y{a,b, —zy)),
und es liegt zy € D5 ({1, —d)). Ist a = (d, a, b, ab) isotrop, so gilt

<<a7 b, —ajy»L —a o~ <17 _d>L - xy((a, b>>
= —ay(-ay(l, —d) L{a,b))
> —zy(—(1,—-d)L{a, b)) ~ —zya.

Da « isotrop ist, muss {(a, b, —zy)) hyperbolisch sein. Hieraus folgt 7 = {(a, b, 2)) und somit die
Behauptung. Ist « anisotrop, so zerfillt {(a, b, —zy)) p nach Lemma 4.1.14. Somit folgt auch in
diesem Fall sofort die zur Behauptung dquivalente Aussage 7pL — {(a,b,x))p ~ 0.

Es gelte andererseits 7 = {(a,b, z))p. Ist « isotrop, so ist F' = K(«) rein transzendent
iiber K, weshalb bereits 7 2 {(a, b, z)) gelten muss. Sei « fortan anisotrop. Den trivialen Fall
T = ((a,b,z)) schlieBen wir im Folgenden aus. Dann ist 7p L — ({(a,b,z)p ~ 0, und es gilt
o= (1L — {a,b,x)))en € W(F/K). Offensichtlich ist 2 < dim(c) < 14, und da W(F/K)

THoffmann vergisst in seinem Beweis dieses Lemmas den Fall zu betrachten, dass « isotrop ist. Sein Beweis
hingt wesentlich von [Fit83, Example, Seite 94] ab, doch Fitzgerald fordert in seinem Beispiel die Anisotropie
von «.
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nach Korollar 3.1.17 ein strenges 3-Pfister-Ideal ist, muss dim(c) = 8 gelten und o &hnlich
einer 3-fachen Pfisterform sein. Nach Lemma 4.1.14 existiert ein —z € D% ((1, —d)) und ein
¢ € D3 (o) mit 0 = ¢(a, b, ). Es folgt

7L —{a,b,z) ~ o = c(a,b,2) ~ {a,b,z) L — {a,b,z,—c) = {a,b,z) mod I*(K)

und weiter

7 = {(a,b,2) L{a,b,x) = {a,b,2) L{a,b,z) L — {(a,b,x, z))
~ {a,b) ® (1, —x2) = (a,b,—xz) mod I'*(K).

Somit gilt 71 — ((a,b, —22)) € I*(K). Da sowohl 7 als auch {{a,b, —zz)) die 1 darstellen, ist
dim((7L — {a,b, —xz)))an) < 16. Aus dem Arason-Pfister-Hauptsatz 2.2.14 folgt 7 = {(a, b, y))
mit y = —zz € Dj(z(1, —d)). O

4.1.28 Lemma. Seien ¢, 3 Formen iiber K, wobei dim(8) > 4 und f & GPy(K) gelte, und
sei L = K(8). Dann gilt genau dann c(¢r) = 1, wenn c(¢p) = 1 ist.

Beweis. Ist c(¢) = 1, so ist sicher auch c¢(¢r) = 1. Setze umgekehrt ¢(¢1,) = 1 voraus. Ist 5
isotrop, so ist L rein transzendent iiber K und die Behauptung trivial. Sei fortan 3 anisotrop.
Wir nehmen an, es wire ¢(¢) # 1. Dann kann ¢(1) nach Korollar 1.3.8 nur den Index 1 oder 2
besitzen, da K (1) eine quadratische Erweiterung einer rein transzendenten Erweiterung von
K ist. Gilt ind(c(v)) = 1, so ist bereits ¢(1p) = 1. Ist ind(c(v))) = 2, so existiert eine 2-fache
Pfisterform o ¢ 0 iiber K, so dass c¢(¢) = c¢(o) gilt. Aus ¢(op) = 1 folgt nach Proposition
1.3.28, dass o ~ 0 gilt. Nach Satz 4.1.5 ist 8 dhnlich einer Teilform von o, was nicht moglich
ist, da 8 & GP(K) und dim(8) > 4 vorausgesetzt wurde. Also muss ind(¢()) = 1 und somit
c(v) =1 gelten. O

4.1.29 Lemma. Seien ¢ = (a,b) Laz(1,—d) und ¢ anisotrope Formen iber K so, dass v
dhnlich einer Teilform von ¢ oder von {(a,b,y)) mity € D3 (x(1,—d)) ist, dann ist p @ K(¢)
1sotrop.

Beweis. Ist 1 dhnlich einer Teilform von ¢, so ist ¢ ® K(¢) offensichtlich isotrop. Ist ¢
dhnlich einer Teilform von {(a, b, y)), so ist ¢ @ K (1) isotrop, da {(a, b, y) @ K (1)) ~ 0 gilt und
{a, b)) L{y) C ¢ ein Pfisternachbar von {(a, b, y)) ist. O

4.1.30 Proposition. Sei ¢ = ((a,b) Lx(1,—d) anisotrop und i) eine anisotrope, 7 oder 8-
dimensionale Form iber K, L := K(v). Dann ist @1 genau dann isotrop, wenn ein y €
D3 (x(1,—d)) existiert, so dass ¢ ein Pfisternachbar der Form {((a,b,y)) ist.

[Hof94, Proposition 3.5, Seite 2005]

Beweis. Die eine Richtung folgt sofort aus Lemma 4.1.29. Sei umgekehrt ¢y, isotrop. Nach
Lemma 4.1.25 ist ¢p ein anisotroper Pfisternachbar von ((a,b, z)) p. Ist dim(¢)) = 7, so ist ¢p
nach Proposition 3.2.33 genau dann ein Pfisternachbar, wenn c¢(¢)r) = 1 ist. Nach Lemma
4.1.28 ist dies genau dann der Fall, wenn ¢()) = 1 gilt, und also genau dann, wenn 1) bereits
ein Pfisternachbar ist. Sei nun dim(vy) = 8. Da K in F algebraisch abgeschlossen ist, gilt genau
dann d(v) = 1, wenn d(1r) = 1 ist. Nach Proposition 3.2.30 und Lemma 4.1.28 ist also ¥p
genau dann ein Pfisternachbar, wenn v ein Pfisternachbar ist.
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Sei p die zu ¥ gehorige Pfisterform. Dann ist ¢, genau dann isotrop, wenn ¢ ® K (p) isotrop
ist. Hieraus folgt die Isotropie von ¢ ® F(p). Nach Korollar 4.1.24 ist ¢p ein anisotroper
Pfisternachbar der Form ((a,b,z))p, weshalb {(a,b,z))r € W(F(pr)/F) liegen muss. Dies
bedeutet pp = ((a,b,x))p, und nach Lemma 4.1.27 existiert ein y € D (x(1, —d)) mit p =
((a,b,y). O

4.1.31 Lemma. Sei x eine anisotrope, 4-dimensionale Form dber K, d € d(x) und E =
K(\/d). Dann ist xg anisotrop.

Beweis. Wir nehmen an, yg sei isotrop. Nach Satz 1.2.5 existieren x,u,v € K* mit y =
2(1, —d) L{(u,v). Dann folgt aus d(x) = [—duv]” = [d]”, dass [u]” = [~v]" gelten und somit
bereits y isotrop sein muss. O

4.1.32 Lemma. Seien ¢ = (a,b) Lx(l,—d) und ¢ = (u,v))Lw(l,—d) anisotrop iber K,
und sei E = K(Vd), dim((¢Yg)an) = 4 und ¢p ein Pfisternachbar von (a,b,z)p. Ist Yp €
W(E(ag)/E), so sind ¢ und v dhnlich.

[Hof94, Beweis von Proposition 3.6, Seite 2005]

Beweis. Setze ¢ := (d,u,v,uv) und 7 := {(u,v,w)). Aus dim((¢g)qn) = 4 folgt die Anisotropie

von (g = (u, V) g = (Vg )an. Also muss auch ¢ anisotrop sein. Weiterhin zerféllt ¢ nach Vor-

aussetzung iiber F(ag) = F(v/d). Nach dem vorherigen Lemma 4.1.31 muss deshalb bereits

(p isotrop sein. Aus Satz 4.1.5 folgt, dass a und ¢ dhnlich sind. Das heifit, es existiert ein
r € K* mit

ra = r{d,a,b,ab) = (d,u,v,uv). (4.10)

Nun ist 1 nach Voraussetzung ein Pfisternachbar der Pfisterform ((a,b, z)) p. Weiterhin

ist ¥ p ein Pfisternachbar von np = (u, v, w) g, da ¢ den Pfisternachbar {(u,v)) 1 (w) enthilt.

Nach Lemma 4.1.27 existiert ein y € Dy (z(1, —d)), so dass m = ((a, b, y)) gilt. Auerdem ist
y(l, —d) 2 zy?*(1, —d) =2 2(1,—d), da zy € D ((1,—d)) = G ((1, —d)) liegt. Wir erhalten

ply(d,a,b,ab) = {(a,b)Ly(l,—d)Ly(d,a,bad)
{(a, b, y) LH

> glH

{u, v) Lw(l, —d) Lw(d, u, v, uv)
>~ Ylw(d,u,v,uv),

I

1

und aus w,y € Dj (7) = G () folgt weiter

(u,v,w,—r)HL(2xH) = 7L —rrl(2xH)
= yrlHl —rwrlH
> yp Lwy(d, u, v, uv) L —rwp L — rw?{(d, u, v, uv)
=~ yylwy(d,u,v,uv) L —rwel — rwy(d, a,b, ab)

~ gyl —rwepl(4 x H).
(4.10)

Also ist {(u,v,w, —r)) isotrop und somit hyperbolisch. Es folgt yi) = rwe. O
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4.1.33 Proposition. Sei ¢ = (a,b)) Lz (1, —d) anisotrop dber K und ¢ eine anisotrope Form
der Dimension 5 oder 6 dber K, L := K (). Dann ist o1, genau dann isotrop, wenn 1 dhnlich
einer Teilform von ¢ ist oder ein y € Dy (x(1,—d)) existiert, so dass ¢ ein Pfisternachbar
der Form (a,b,y)) ist.

[Hof94, Proposition 3.6, Seite 2005]

Beweis. dim(y)) = 6: Die eine Richtung folgt sofort aus Lemma 4.1.29. Gehen wir nun davon
aus, dass ¢ isotrop ist. Dann ist nach Lemma 4.1.25 1 ein anisotroper Pfisternachbar
der Form {(a,b,z))p. Sei e € d(¢p) und M = K(y/e). Da ¢p ein Pfisternachbar ist, folgt
1 ® F(y/e) ~ 0 aus Proposition 3.2.32. Aus F(y/e) = M (ays) folgt

Yy € W(M(an)/M). (4.11)

Ist ¥ps ~ 0, so folgt aus Proposition 3.2.32, dass v ein Pfisternachbar ist. Insbesondere
existiert nach Lemma 4.1.27 ein y € D3 (z(1, —d)), so dass ¢ ein Pfisternachbar von ((a,b, y))
ist. Gehen wir also davon aus, 9y, sei nicht hyperbolisch. Dann muss aps wegen (4.11) ani-
sotrop sein. Ist [d]” # [e]”, so ist insbesondere [d], # 1. Aus Korollar 3.1.17 folgt dann ein
Widerspruch zu (4.11), da in diesem Fall W (M (apr)/M) ein strenges 3-Pfister-Ideal ist und
2 < dim((¢ar)an) < 6 gilt.

Es muss also [d]” = [¢]” und insbesondere M = E gelten. Folglich ist ay; eine 2-fache
Pfisterform und es gilt

0 % ¥ € W(M(an)/M) = ({an}): (4.12)

Da s nicht hyperbolisch ist und ¥ @ M (aps) zerfillt, existiert eine Form y iiber M mit
P 2 apy @ x. Wegen 2 < dim((Yar)an) < 6 folgt dim(yx) = 1. Also sind (Yar)an und aps
ghnlich. Insbesondere ist 1y, isotrop, weshalb u, v, w € K* mit

Z/J = <<U7U>>J-w<]-afd>

existieren. Hieraus folgt (¢ar)an = ({, ) ar)an. Weiterhin ist dim((¢ps)an) = 4 und 9 p ein
Pfisternachbar von ((a, b, z)) r, weshalb aus Lemma 4.1.32 die Ahnlichkeit von ¢ und ¢ folgt.

dim(y) = 5: Ist ¢ dhnlich einer Teilform von ¢ oder ein Pfisternachbar von ((a,b,y)), so
folgt aus Lemma 4.1.29 die Isotropie von ¢y. Nun gehen wir umgekehrt davon aus, dass ¢y,
isotrop ist. Sei (u,v,uv) C @ eine 3-dimensionale Teilform mit geeigneten w,v € K*. Dann
existieren r, s € K* mit ¢ = (u, v, uv,r, s). Ist 1 ein Pfisternachbar, so folgt aus den Lemmata
4.1.25 und 4.1.27, dass 1 ein Pfisternachbar von ((a,b,y)) ist, y € D (z(1, —d)).

Sei nun ¢ kein Pfisternachbar. Dann ist nach Proposition 3.2.31 die Form ¢1(—rs) &
I?(K) anisotrop. Nach Lemma 4.1.25 ist ¢ ein anisotroper Pfisternachbar, und durch erneutes
Anwenden von Proposition 3.2.31 folgt, dass (¢»L{—rs))r isotrop ist. Nach Theorem 4.1.10
ist o &hnlich einer Teilform von 11 (—rs). Das heifit, es existieren e, f € K* mit

Y1(—rs) = f(d,a,b,ab,e,—ed).

Da die Formen ar und (e, —ed) ® F(v/d) isotrop sind, folgt i((¢ L{—rs)) ® F(v/d)) > 2. Aus
d(¢L(—rs)) = 1, folgt (1) L(—rs)) ® F(v/d) ~ 0 und somit

(1 L(—drs)) @ F(v/d) ~ 0. (4.13)
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Wir wollen nun zeigen, dass (¢ L{—drs))p anisotrop ist. Sei 0 := (¢YpL(—drs)r)an. Da
Y anisotrop ist, muss dim(d) = 4 oder 6 sein. Wir nehmen zunichst dim(d) = 4 an. Wegen
[d] % = d(8) folgt aus Lemma 4.1.31, dass § ® F|(v/d) anisotrop ist, ein Widerspruch zu (4.13).

Also ist dim(8) = 6. Setzen wir v := ¢ L (—drs), so ist also v = § anisotrop und v® F(v/d)
hyperbolisch. Nach Proposition 3.2.32 ist yr ein Pfisternachbar. Da 1 ein Pfisternachbar von
{a,b, z)) p ist, muss dies auch fiir yp gelten.

Setze E = K(\/a) Dann ist

ve = (YL{—rs))p = f(d,a,b,ab,e,—ed)g

isotrop. Das heifit, es existieren u,v,w € K* mit v = (u,v))Lw(l,—d). Da 1p C + kein
Pfisternachbar ist, kann - kein Pfisternachbar sein. Nach Proposition 3.2.32 kann g nicht
zerfallen, da « ansonsten von (1, —d) geteilt wiirde und somit ein Pfisternachbar wire. Also
muss ((u,v)) gz anisotrop sein und dim((vg)an) = 4 gelten. Weiterhin ist E(ag) = F(Vd), vr
ein Pfisternachbar von ((a,b,x))r und yg € W(E(ag)/E) nach (4.13). Also folgt aus Lemma
4.1.32 die Ahnlichkeit von v und ¢ und somit die Behauptung. O

Sei v eine anisotrope Form iiber K mit dim(¢) = 3. Der Beweis der folgenden Proposition
von Hoffmann (siehe [Hof94, Proposition 3.8, Seite 2008]) verwendet die Exzellenz von K (1))
iiber K. Dabei heifit eine Kérperweiterung L von K ezzellent, falls es zu jeder Form y iiber
K eine anisotrope Form ¢ iiber K mit (x1)an = (r gibt. Erstmals hat Arason in [ELW77,
Appendix 2] bewiesen, dass der Funktionenkérper einer 3-dimensionalen Form exzellent ist.
Arason verwendete dabei Methoden aus der algebraischen Geometrie. Erst Rost hat in [Ros90]
einen elementaren Beweis fiir dieses Resultat geliefert.

Sei L eine Korpererweiterung von K. Im Beweis der folgenden Proposition verwendet
Hoffmann zusétzlich den Begriff einer L-minimalen Form. Dabei heifit eine anisotrope Form
x lUber K L-minimal, falls jede echte Teilform von x iiber L anisotrop bleibt. Kennt man
alle L-minimalen Formen iiber K, so kennt man auch alle Formen iiber K, die {iber L isotrop
werden. Eine Einfiihrung zu L-minimalen Formen und weiterfithrende Resultate iiber diese
finden sich in den Abschnitten 2.6, 3.1 und 3.2 von [Hof92].

Uns stehen diese Begriffe und die nétigen Resultate hier nicht zur Verfiigung, weshalb
wir uns aus Griinden der Vollsténdigkeit damit begniigen wollen, dass folgende Resultat ohne
Beweis zu zitieren.

4.1.34 Proposition. Sei ¢ = ((a,b) Lx(1, —d) anisotrop iber K und ) eine anisotrope, 3-
dimensionale Form iber K, L := K(v¢). Dann ist @1, genau dann isotrop, wenn v dhnlich
einer Teilform von ¢ ist oder einy € Dy, (x(1, —d)) existiert, so dass 1 dhnlich einer Teilform
von {a,b,y)) ist.

[Hof94, Proposition 3.8, Seite 2008]
Sei ¢ eine anisotrope 6-dimensionale Form iiber K. Ist die Form 1 iiber K isotrop, so bleibt

© ® K (1) sicherlich anisotrop. Somit erhalten wir aus Theorem 4.1.26 und den Propositionen
4.1.30, 4.1.33 und 4.1.34 zusammenfassend das folgende Theorem.

4.1.35 Theorem. Sei ¢ eine anisotrope, 6-dimensionale Form tber K, fir die p ® K(\/&)
mit d € d(p) isotrop sei. Ferner sei v eine Form dber K mit dim(v) > 3 und dim(y) # 4.
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Setze L := K (). Dann ist @1, genau dann isotrop, wenn 1 dhnlich einer Teilform von ¢ ist
oder ein y € Di.(x(1,—d)) existiert, so dass 1 ihnlich einer Teilform von ((a,b,y)) ist.

[Hof94, Theorem 3, Seite 3.8]

Den Fall dim(¢)) = 4 haben wir generell ausgeschlossen. Dieser Fall ist tatséchlich beson-
ders kompliziert und verlangt eine Behandlung mit Methoden aus der modernen Theorie der
generischen Zerfdllung. In Abbildung 3 im Appendix A sind einige Resultate ohne Beweis
aufgelistet, die sich mit diesem Fall beschiftigen. Den Spezialfall ¢y € GP2(K), kénnen wir
jedoch selber behandeln.

4.1.36 Satz. Seien ¢ = (a,b) Lxz(1,—d) und v €@ GPy(K) anisotrope Formen iber K, und
sei ' C ¢ eine 3-dimensionale Teilform. Dann ist o @ K(v) genau dann isotrop, wenn '
dhnlich einer Teilform von ¢ ist oder einy € Di.(x(1, —d)) existiert, so dass ¢’ dhnlich einer
Teilform von {a,b,y)) ist.

Beweis. Da die Funktionenkérper von ¢ und v’ dquivalent sind, ist ¢ ® K(¢) genau dann
isotrop, wenn ¢ ® K (v') isotrop ist. Aus Proposition 4.1.34 folgt somit die Behauptung. O
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Anhang A

Tabellen

Dieses Kapitel dient der Zusammenfassung und tibersichtlichen Darstellung einiger Resultate,
die wir in dieser Arbeit behandelt haben. Dabei befassen wir uns vor allem mit niedrigdimen-
sionalen Formen. Der Vollsténdigkeit halber werden wir zusétzlich eine Reihe von Resultaten
aus der aktuelleren Forschung zitieren, die wir hier nicht beweisen kénnen, da uns die nétigen
Grundlagen fehlen.

dim(p) | anisotrop | ¢ exzellent Referenz
<3 immer Prop. 3.2.29
4 & d(p)=1
5 & (d(e) Co Prop. 3.2.31
& indk(ce(p)) <2
6 < (1, —d(p))|e Prop. 3.2.32
& dcee K* mit (1, —c)|p
& ) e K(A) =1, ded(yp)
v & n(p) =2
7 & clp) =1 Prop. 3.2.33
8 & d(p)=1und c¢(p) =1 Prop. 3.2.30
9 & (d(p)) Cpundc(p) =1 Prop. 3.2.34
10 < (1,—d(p))|e und Prop. 3.2.35
In C ¢ mit dim(p) = 2,
d(n) = d(p) und c(n) = c(p)
11 & pl —(d(p)) ist exzellent Prop. 3.2.38
12 & 37 € Py(K) mit 7| Prop. 3.2.37

Abbildung 1: exzellente Formen der Dimension < 12

Abbildung 1 beschiiftigt sich mit der Charakterisierung niedrigdimensionaler exzellenter
Formen. In dieser Tabelle sind lediglich die Ergebnisse aus Unterabschnitt 3.2.5 zusammen-
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gefasst. Dabei ist hier zunéchst irrelevant, ob die zu untersuchende Form ¢ anisotrop ist oder
nicht. Ist jedoch dim(y) = 6, so kénnen wir ¢ nur dann mit Hilfe des ersten Wittindex als
exzellent identifizieren, wenn ¢ anisotrop ist.

Auch Abbildung 2 befasst sich nur mit Resultaten, die wir bereits bewiesen haben. Sie
beinhaltet die Ergebnisse aus den Unterabschnitten 4.1.1 und 4.1.3 und nennt alle Formen
1, fiir die eine gegebene anisotrope Form ¢ mit dim(yp) < 5 iiber K (1) isotrop wird. Die
betrachteten Formen ¢ und 1 werden grundsétzlich als anisotrop vorausgesetzt. In der dritten
Spalte werden die Voraussetzungen und zusétzliche Vereinbarungen genannt, unter denen die
Aussage in der vierten Spalte anwendbar ist. Die vierte Spalte beinhaltet dann entweder eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Isotropie von ¢ ® K (1) oder die Aussage, dass
© ® K (1) unter den genannten Voraussetzungen aus den ersten drei Spalten grundsitzlich
anisotrop ist.

dim(p) | dim(¢)) | Voraussetzungen @ K(v) Referenz
2 beliebig isotrop < ¢, dhnlich Satz 4.1.1
3 <3 isotrop & zYp C p, z € K* Satz 4.1.3
4 P € GP2(K), isotrop < ¢ = z((a,b)), z € K~
» = c{a, b, ab),
a,b,c e K~
>4 P & GP(K) anisotrop
4 <3 isotrop < 29 C @, z € K* Satz 4.1.5
4 P € GP(K) isotrop < Vx C 9, dim(x) = 3,
gilt z2x C o, z€ K*
P & GP(K) isotrop <, dhnlich
>5 anisotrop
5 >2 ¢ kein Pfisternachbar, | isotrop < 29 C ¢, z € K* Thm. 4.1.19
¥ & GP(K)
¢ kein Pfisternachbar, | isotrop < Vx C 1, dim(yx) =3, | Satz 4.1.20
P € GP(K) gilt zx C p, z € K*
o Pfisternachbar isotrop < 2z C 1, 2€ K* Thm. 2.2.11
von 7 € P3(K)

Abbildung 2: Formen der Dimension < 5

Mit Abbildung 3 versuchen wir eine vollstindige Charakterisierung aller Formen 1 anzu-
geben, fiir die eine gegebene Form ¢ der Dimension 6 iiber K(¢) isotrop wird. Dies gelingt
uns allerdings nur teilweise. Den Fall d(p) = 1 haben wir im Unterabschnitt 4.1.2 vollstéindig
untersucht. Ist jedoch d(y) # 1, so werden wesentliche Fallunterscheidungen notwendig. Sei
d € d(p) # 1. Wir unterscheiden die folgenden drei Typen von ¢:

Typ 1: ¢ ® K(v/d) ist hyperbolisch.
Typ 2: ¢ ® K(v/d) ist isotrop aber nicht hyperbolisch.
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Typ 3: ¢ ® K(v/d) ist anisotrop.

Nach Proposition 3.2.32 und Satz 2.2.5 ist ¢ genau dann vom ersten Typ, wenn ¢ exzellent
und somit ein Pfisternachbar ist. Dieser Fall wird vollstdndig von Theorem 2.2.11 abgedeckt.
Die Ergebnisse aus Unterabschnitt 4.1.4 lassen sich sowohl auf die Formen vom Typ 1 als auch
auf die Formen vom Typ 2 anwenden. Doch wie bereits erwéihnt, bereitet der Fall dim(y) = 4
und ¢ & GP(K) groe Schwierigkeiten. Nur fiir diese Art von Formen sind die Ergebnisse in
Abbildung 3 nicht vollsténdig. Fiir die Formen vom dritten Typ allerdings haben Izhboldin
und Karpenko in [IK99b] eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Isotropie von
© ® K(v) geliefert.

Um die Ergebnisse in Abbildung 3 verstehen zu kénnen, miissen wir zunéchst Halbnachbarn
und Clifford-Algebren einfithren. Eine Form x iiber K heifit Halbnachbar, falls eine Form (
iiber K und ein a € K* existieren so, dass dim(¢{) = dim(y) gilt und y_La¢ #dhnlich einer
Pfisterform ist.

Sei ¢ eine quadratische Form der Dimension n € Ny iiber K, und sei

T(K") = Ko K'"®o(K"@xk K") @ (K" @k K"Qx K™)® ...

die Tensoralgebra von K™. Mit I(p) bezeichnen wir das Ideal von T(K™), dass von allen
Elementen der Form v @ v — ¢(v) -1, v € K™, erzeugt wird. Dann heifit die Quotientenalgebra

Clp) == T(K")/1(p)

Clifford-Algebra von .
Die Tensoralgebra T'(K™) ist auf natiirliche Weise Ny-graduiert durch T(K™)y = K und

i—mal

Wir definieren

T.(K") == @ T(E")  und  T,(K") =P T(K")zis1.
1€Np 1€Np

Sei P : T(K™) — C(y) die natiirliche Projektion. Da alle erzeugenden Elemente von I(p)
in T,(K") liegen, kénnen wir auf C(p) eine Z/27-Graduierung erkliren, indem wir Cp(p) :=
P(T.(K™)) und Cy(p) := P(T,(K™)) setzen (siche [LamT73, Seite 103]).

Sei d € d(yp). Ist n gerade, so ist C(y) eine Azumaya-Algebra iiber K. Ferner ist Cy(p)
eine Azumaya-Algebra iiber K (V/d), falls d(¢) # 1 gilt. Fiir den Fall d(p) = 1 ist Co(y)
das Kreuzprodukt zweier isomorpher Azumaya-Algebren iiber K. Sei ¢ eine beliebige Form
gerader Dimension {iber K. Dann definieren wir den Index von Cy(¢p) durch

ind, ([Co()])  fitr d(¢) #1 und L = K(Va)

. (A1)
indg ([A]) fir d(p)=1 und Cy(p) ZAx A

ind(Co(p)) = {

Ist n ungerade, so ist Cy(p) eine Azumaya-Algebra iiber K. Fiir d(p) # 1 ist C(p) eine
Azumaya-Algebra iiber K (v/d), und fiir d(¢) = 1 ist C(p) das Kreuzprodukt zweier isomor-
pher Azumaya-Algebren iiber K (vergleiche [Lam73, Tabelle, Seite 112]). Ist ¢ eine beliebige
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Y
d | Typ | dim | Voraussetzungen @ K() Referenz
1 >2 | Y& GP(K) isotrop & 2y C ¢, z € K* Thm. 4.1.10
Y € GP(K) isotrop < Vx C 9, Satz 4.1.11
dim(x) = 3, gilt
zx Cp, z€ K*
#1 1 > 2 | ¢ Pfisternachbar, isotrop < zp C 7, 2€ K~ Thm. 2.2.11
von 7 € P3(K)
2 isotrop < 2z C @, z € K* Satz 1.2.5
3 ¢ &hnlich zu isotrop < 2z C ¢, z € K*, Prop. 4.1.34
{a,b)y Lx(1, —d), oder
dedy), 3y € Dy ((1,—d))
a,brc K* mit z¢ C {a,b,y)),
z€ K"
4 d(p) = d(¥) isotrop < 3 Pfisternachbar x, | Thm. 8.5,
dim(x) =5, x C ¢, | [IK98]
x ® K (1) isotrop
Y € GP:(K) isotrop < Vx C 9, Satz 4.1.36
dim(y) = 3, ist
» ® K(x) isotrop
(siehe dim(y) = 3)
ind(Co(p) ®x Co(v)) | isotrop <« 3 Pfisternachbar x, | Prop. 8.7,
=1,dy) #1 dim(x) =5, x C ¢, | [IK98]
(vergleiche (A.3)) X ® K (v) isotrop
oder
zp Cp, z € K*
ind(Co(p) @k Co(¥)) | isotrop < I Pfisternachbar x, | Prop. 8.6,
=4 dim(x) =5, x C ¢, | [IK9§]
(vergleiche (A.3)) X ® K (1) isotrop
5—7 | ¢ dhnlich zu isotrop & 2z C ¢, z € K*, Prop. 4.1.33,
{a,b)y Lx(1, —d), oder Prop. 4.1.30
dedy), 3y € Di((1,~d))
a,byr e K* mit z¢ C {a,b,y)),
z€ K"
>9 anisotrop Thm. 4.1.26
3 >2 | Y& GP(K) isotrop < 2z C ¢, z € K~ Cor. 5.6,
Y € GP:(K) isotrop < Vx C v, [IK99D)

dim(y) = 3, gilt
zx Cp, z€ K*

Abbildung 3: Formen der Dimension 6
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dim(p) | dim(¢) | Voraussetzungen p® K@) Referenz
7 3 isotrop & 2z C 7 €@ P3(K), Thm. 9,
z € K*, und ¢ enhilt | [Lag96]
Pfisternachbar von 7
oder
2 € ¢, dim(C) =7,
mit p 1 ¢ 11 € I'(K)
fir 7 € GP3(K)
W (K($)/K)
>3 ind(C(y)) = 2, isotrop & ¢’ ® K(v) ist isotrop | Cor. 9,
@ = pl{—d(p)) (siehe dim(yp) = 8) [Lag96]
(vergleiche (A.2))
8 > 2, det(p) =1 isotrop < I Halbnachbar ¢’ Thm. 8.1,
#4 von ¢ mit ¢ C ¢’ [IK99a]
oder
JIx C ¢ und
r € W(K@®)/K)
anisotrop mit x C 7,
dim(y) > 1 dim(r)
8 ind(Co(p)) # 4 isotrop < ¢, sind Thm. 11.1,
(vergleiche (A.1)) Halbnachbarn [Izh01b)]
det(p) = 1 = det(v)) isotrop < ¢, sind Prop. 3.5,
Halbnachbarn [Izh98]
9 >2 o Pfisternachbar isotrop < zp C 7, 2€ K* Thm. 2.2.11
von 7 € Py(K)
9 o kein Pfisternachbar, isotrop < ¢, sind &hnlich Thm. 1.13,
indk ([Co(p)]) > 4 [Kar01]
>9, o kein Pfisternachbar, anisotrop, kein Pfisternachbar Lem. 6.8,
<16 1 Pfisternachbar [IzhO1a]
> 13 o kein Pfisternachbar anisotrop, kein Pfisternachbar Prop. 6.13,
[Izh01a]

Abbildung 4: Formen der Dimension 7 - 9
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dim(y) | dim(¢)) | Voraussetzungen QK1) Referenz
10 11 ¢ = ola(l,b), isotrop < 29 C 7 € P4(K), Cor. 2.21,
a,be K*, 0 € GP3(K), z € K*, und ¢ enhilt | [Lag01]
indg ([Co(y)]) <2 Pfisternachbar von 7
X oplamy, a€ K, isotrop < z¢p C 7 € Py(K) Thm. 3.7,
o € P3(K), m € P2(K), mit ¢ ® K (1) isotrop | [Lag01]
(ol —m) =2,
indk ([Co(¥)]) =2
>11 v € I*(K), anisotrop Thm. 10.6,
indg ([C(p)]) =2 [IzhO1la]
> 12 p=ola(l,by, isotrop < 29 C 7 € P4(K), Cor. 2.21,
a,be K*, 0 € GP3(K) z € K*, und ¢ enhilt | [Lag01]
Pfisternachbar von 7
pXoplamy, a€ K, isotrop & z¢ C 7 € Py(K) Thm. 3.7,
o € P3(K), m € P(K), mit ¢ @ K(7) isotrop | [Lag01]
(ol —m)=2
12 11 p = aoclbr, a,be K™, isotrop & ¢ ® K(v') ist isotrop, | Thm. 2.24
o € P3(K), m € P(K), = L{—d(¥)) [Lag01]
(ol —m) =2, (siehe dim(y) = 12)
indic ([Co(9)]) < 2
12 p > aoclbm, a,be K*, isotrop < z¢ C 17 € Pi(K),
o € P3(K), m € P»(K), z € K*, und ¢ enhilt
(ol —m)=2 Pfisternachbar von 7
oder
Jee K*, z € Di(m)
mit (ab,c,z) ® o
1 —erl -4 eI’(K)
> 13 p=aoclbrm, a,be K*, isotrop < z2¢ C T € Pu(K),

o c P3(K), T C PQ(K)
(oL —m) =2

z € K*, und ¢ enhilt

Pfisternachbar von 7

Abbildung 5: Formen der Dimension 10 und 12
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Form iiber K mit ungerader Dimension, so definieren wir den Index von C(p) durch

ind.([C(p)]) fir d(p) #1 und L= K(Vd)

. (A.2)
ind g ([4]) fir d(p)=1 und C(p) X Ax A

ind(C(p)) = {

Sind nun ¢, ..., p, beliebige Formen iiber K, r € N, so hat die K-Algebra Cy(p1) ®k
-+ @k Co(p,) die Form A x --- x A mit einer einfachen K-Algebra A (siehe [IK98, Seite 68]).
Da das Zentrum einer endlichdimensionalen, einfachen K-Algebra nach [Ker90, Satz 5.3, Seite
12] immer ein Korper ist, kénnen wir

ind(Co(p1) ®K --- @K Colpr)) = indg(a)([A]) (A.3)

definieren.
In der Einleitung zu Abschnitt 1.3 wurde bereits erwihnt, dass die Clifford-Invariante ¢(y)
urspriinglich iiber die Clifford-Algebra C(¢) definiert wurde. Tatséichlich gilt

cly) = {[C(w” € Br(K)  fiir n gerade
[Co()] € Br(K) fiir n ungerade

(siehe [Lam73, 3.12, Seite 120]).

Die betrachteten Formen ¢ und ¥ in Abbildung 3 sind grundsitzlich anisotrop. Wéhrend
die erste Spalte der Tabelle die Diskriminante von ¢ beschreibt, legt die zweite Spalte den
Typ von ¢, wie er weiter oben definiert wurde, fest. Ansonsten liest sich Abbildung 3 wie
Abbildung 2.

Die Abbildungen 4 und 5 schlielich beschéftigen sich mit aktuelleren Resultaten iiber
die generische Zerfiallung niedrigdimensionaler Formen. Hier sind noch viele Fragen offen,
weshalb die angefiihrten Ergebnisse meist sehr spezifische Voraussetzungen benétigen. Fiir
das Verstédndnis der beiden Abbildungen gilt dasselbe wie fiir Abbildung 3.
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